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La vision de los Ultimos planes de estudio de matemdticas basados en
investigacion revela varias caracteristicas comunes. Estos incluyen los siguientes:
la creacion y el mantenimiento de vinculos entre la investigacion y el desarrollo
del curriculo como procesos infegrados e interactivos; utilizar una amplia gama
de metodologias cientificas; mantener lazos estrechos entre las tareas y el
pensamiento matemdtico de los ninos; y el uso de alguna versidon de
"trayectorias de aprendizaje" (Clements, 2002).

Como ejemplo, un equipo de educacidon matemadtica podria comenzar a
disenar planes de estudio basado en un experimento de pensamiento
anticipatorio. Ellos formulan una trayectoria de aprendizaje hipotética que
involucra conjeturas acerca tanto una posible ruta de aprendizaje que propone
conceptos matemdaticos importantes y utilice un medio especifico para apoyar
y organizar el aprendizaje a lo largo de esta ruta. La trayectoria se concibe a
través de un experimento mental en el que se utiliza como un heuristico el
desarrollo histérico de las matemdaticas. Mds recientemente, también se han
considerado las estrategias de solucion informal de los ninos. El disefo original es
un conjunto de tareas instruccionales con pautas que recomienda un orden
para las tareas y los tipos de pensamiento y aprendizaje en el que los estudiantes
pueden involucrase a medida que participan en las tareas de instruccion.
Frecuentemente, este diseno original no se elabora en detalle porque Ias tareas
se revisan exhaustivamente durante pruebas en aula. Es decir, las tareas que se
utilizan actualmente en el saldn de clases se determinan sobre los resultados del
frabajo dia a dia, considerando lo aprendido respecto a lo que se sabia
previomente antes de realizar la tarea. En esta segunda fase del experimento
educativo, este diseno preliminar se refina a través de una serie de procesos
ciclicos que involucra intensas deliberaciones sobre las tareas de instruccion, el
papel del profesor, y la cultura (en el sentido mdas amplio) del aula (Gravemeijer,
1999). En la tercera fase, el "mejor de los casos” se construye una secuencia de
ensenanza. El objetivo es desarrollar y describir una resena mds general de las
trayectorias de aprendizaje hipotéticas que surgen en aulas especificas basada
en la secuencia de instruccion vy justificada con las dos deliberaciones tedricas
y los datos empiricos (Gravemeijer, 1994a, 1994b, 1999). El concepto general es
que la informacién tedrica generada en la préctica de la ensenanza particular
proporcionard un marco conceptual que los profesores pueden utilizar para
construir frayectorias de aprendizaje hipotéticas que se ajusten a sus propios
contextos de aula.

Las trayectorias de aprendizaje pueden tener un significado mads alld del
desarrollo curricular. Hay pruebas de que los mejores maestros utilizan estructuras
conceptuales muy parecidas. Por ejemplo, en un estudio de un plan de estudios
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basado en la reforma, los pocos maestros tenian mérito, en los debates
profundos no se veian moverse a fravés de un plan de estudios, sino que
ayudaban a los estudiantes a moverse a través de una progresion o gama de
métodos de solucion (Fuson, Carroll, y Drueck, 2000); es decir, usar y modificar
simultdneamente un tipo de frayectoria de aprendizaje hipotética.

Construccion de una trayectoria de aprendizaje

En su trabajo seminal, Simon (1995) afirmd que una "trayectoria de aprendizaje
hipotética" incluye "el objetivo de aprendizaje, las actividades de aprendizaje y
el pensamiento y aprendizaje en el que los estudiantes pueden participar". El
nombre de "trayectoria de aprendizaje hipotética" refleja sus raices en una
perspectiva constructivista particular. Es decir, aunque el nombre enfatiza el
aprendizaje sobre la ensenanza, la descripcion de Simon tiene la clara intencion
de caracterizar un aspecto esencial del pensamiento pedagdgico (es decir,
determinar el objetivo, crear tareas relacionadas con el pensamiento y el
aprendizaje de los ninos, etc.). La naturaleza naciente y compleja de las
trayectorias de aprendizaje ha dado lugar a una variedad de interpretaciones
y aplicaciones. Por ejemplo, en contraste con el enfoque del equipo de
ensenanza fradicional y al enfoque de Simon (1995), algunos sélo hacen
hincapié en las progresiones de desarrollo de aprendizaje (lo que Simon llama a
los procesos de aprendizaje hipotéticos) durante la creacién de un plan de
estudios en particular o contexto pedagodgico. Creemos que, si bien el estudio
de cualguiera de las progresiones del desarrollo psicolégico o secuencias de
instruccién por separado puede ser objetivos y estudios de cada investigacion
vdlidos, puede y debe informar a la educacion matemdatica, el poder y la
singularidad de los constructos de las tfrayectorias de aprendizaje se deriva de
la interconexidn inextricable entre estos dos aspectos. Para nuestros propdsitos,
enfonces, conceptualizamos trayectorias de aprendizaje como descripciones
de pensamiento de los nifos y el aprendizaje en un dominio matemdtico
especifico y relacionado, conjeturando una ruta a fravés de un conjunto de
tareas de instruccion disenados para generar esos procesos mentales o
acciones hipotéticas para trasladar a los ninos a través de una progresion del
desarrollo de niveles de pensamiento, creado con la intencién de apoyar el
logro de los objetivos especificos de ese dominio matematico de los ninos (cf.
Clements, 2002; Gravemeijer, 1999; Simon, 1995). Consideremos el aspecto de la
progresion del desarrollo y el aspecto de las tareas de instruccion por separado.
En primer lugar (desde nuestra perspectiva), uno especifica modelos que
reflejan las progresiones de desarrollo naturales (al menos para un rango de
edad determinado de estudiantes en una cultura particular) identificados en
modelos de pensamiento fundamentados tedrica y empiricamente en el
pensamiento, aprendizaje y desarrollo de los ninos (Carpenter y Moser , 1984;
Griffin & Case, 1997). Es decir, los investigadores construyen un modelo cognitivo
de aprendizaje de los estudiantes que es suficientemente explicito que
describen los procesos involucrados en la construccidon de los objetivos
matemdticos a fraveés de varios niveles estructurales cualitativamente distintos
de niveles crecientes de sofisticacion, complejidad, abstraccién, poder, y
generalidad. Este aspecto constructivista distingue el enfoque de trayectoria de
aprendizaje de los previos modelos de diseno instruccional que, por ejemplo,
utilizan técnicas reduccionistas para desglosar una competencia objetivo en
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subdestrezas, basado en la perspectiva de un adulto. Esto se ilustra en el
curriculum de Fuson (1997), que se basa en un modelo de resolucion de
problemas escritos, que incluye moverse a través problemas escritos de
dificultad creciente basado en el modelo. La teoria es que el aprendizaje que
es coherente con tales progresiones naturales del desarrollo es mds eficaz,
eficiente y generadora para el estudiante que el aprendizaje que no sigue estos
pasos. Las investigaciones indican que tener el conocimiento de coémo los ninos
piensany aprenden es un aspecto que puede afectar sustancialmente el diseno
curricular, centrdndose en la ensenanza y el aprendizaje (Tamir, 1988; Walker,
1992). Esto conduce nuestra discusion con el segundo aspecto.

El segundo aspecto de las trayectorias de aprendizaje es una secuencia de
instruccién. En nuestro trabajo, estos se componen de tareas claves disenadas
para promover el aprendizaje a nivel conceptual en particular o servir de punto
de referencia en la progresidon del desarrollo. Se utilizan las investigaciones
existentes para identificar tareas eficaces para promover el aprendizaje de los
estudiantes en cada nivel, estimulando a los ninos a construir los conceptos y
habilidades que son propios del nivel de éxito. Es decir, hipotetizamos las
construcciones mentales especificas (es decir, acciones mentales-sobre-
objetos) y los patrones de pensamiento que constituyen el pensamiento de los
ninos en cada nivel. Disenamos tareas que incluyen objetos y acciones externas
que reflejen la actividad matemdtica hipotética de los estudiantes lo mdas
cercana posible; por ejemplo, los objetos pueden ser formas o palos y las
acciones pueden ser crear, copiar, unir, desanclar, y esconder tanto unidades
individuales y unidades compuestas. Las tareas requieren que los ninos apliquen,
externa y mentalmente, las acciones y los objetos del nivel de pensamiento
objetivo (véase Clements y Battista, 2000, para una descripcion mds detallada
y ejemplos de matemdaticas objetos / conceptos y acciones matematicas /
procesos que operan en ellos). Estas tareas estdn, por supuesto, ordenados en
una secuencia que corresponde al orden de las progresiones del desarrollo para
completar la trayectoria de aprendizaje hipotética. La principal reivindicacion
tedrica es que tales tareas constituirdn un programa educativo particularmente
eficaz. Sin embargo, no estd implicito de que la secuencia de tareas sea la
Unica, o la mejor, ruta para el aprendizaje y la ensenanza, sélo que se hipotetiza
que sea una ruta fecunda. Ademds, los valores y objetivos determinados
socialmente son componentes sustantivos de cualquier plan de estudios
(Confrey, 1996; Hiebert, 1999; National Research Council, 2002; Tyler, 1949); la
investigacion no puede ignorar o determinar estos componentes (cf. Lester y
Wiliam, 2002).

Porlo tanto, una trayectoria completa de aprendizaje hipotética incluye los tres
aspectos: la meta de aprendizaje, progresiones de desarrollo del pensamiento
y el aprendizaje, y la secuencia de las tareas de instruccién. Ya se ha descrito el
sinergismo entre los dos Ultimos aspectos. Menos obvio es que su integracion
puede producir resultados novedosos, incluso dentro de los campos tedricos
locales de la psicologia y la pedagogia. La promulgacién de una trayectoria de
aprendizaje completa y efectiva puede alterar progresiones o expectativas
previomente establecidas por los estudios psicolégicos ya que abre nuevos
caminos para el aprendizaje y el desarrollo de pensamiento. Esto, por supuesto,
refleja el tradicional, y simplificado, debate entre Vygotsky (1934/1986) y Piaget
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y Szeminska (1952) en relacién con la prioridad de desarrollo en el aprendizaje.
Creemos que la investigacion sobre la trayectoria de aprendizaje, junto con
ofros aspectos de la investigacién, apoya la posicidon de Vygotsky que, al menos
en algunos dominios y algunas maneras, el aprendizaje y las tareas docentes
pueden cambiar el curso del desarrollo. Tal sancion basada en el fino andlisis
cognitivo de la progresion del desarrollo y el andlisis detallado similar de las
tareas de instruccidn proporciona una mds elaborada base tedrica para el
curriculo vy la instruccidn que la que se dispone a menudo y pueden también
abrir enfoques o avenidas de instruccidén no considerados anteriormente. Tenga
en cuenta que estos andlisis detallados simultdneos distinguen la construccion
de una trayectoria de aprendizaje hipotética de ofras lineas de investigacion,
incluso de ftrabajos estrechamente relacionados como las disertaciones
simultdneas de van Hiele (van Hiele, 1959/1985; van Hiele-Geldof, 1984).

La creacién y el uso de trayectorias de aprendizaje siempre implica el andlisis
conceptual: "El proceso real de pensar sigue siendo invisible y fambién lo son los
conceptos que utiliza y la materia prima de la que se compone” (von Glaserfeld,
1995, p 77). Ademds, un objetivo de investigacion global en el campo de las
trayectorias de aprendizaje es generar conocimiento sobre el aprendizaje y la
ensenanza. Porlo tanto, los procesos cientificos (por ejemplo, la documentacion
de las decisiones, razones y condiciones, mecanismos hipdtesis; que predicen
eventos, y la comprobacién de las predicciones) deben ser cuidadosamente
seguidas y registradas. Ademds, los autores de los modelos de ensenanza y
aprendizaje deben considerar una amplia variedad de aspectos individuales,
sociales y contextuales (por ejemplo, Bauersfeld, 1980; Cobb, 2001; McClain y
Cobb, 2001; Schofield, 1995; Secada, 1992). Es decir, se debe hacer un esfuerzo
concertado para ver el plan de estudios, y el proceso de ensenanza y
aprendizaje, a través de multiples lentes conceptuales (Schoenfeld, 2002), que
examinen ambos supuestos y datos subyacentes desde muchos puntos de vistas
alternos, y a menudo incompatibles, tanto como sea posible (Lester y Wiliam,
2002).

La construccion de las frayectorias de aprendizaje hipotéticos es una
herramienta cognitiva basada en el constructivismo. Ha sido adaptado para su
uso con una perspectiva social (por ejemplo, Cobb, 2001), reconceptualizando
el constructo de la trayectoria de aprendizaje como una '"secuencia (o
conjunto) de prdcticas matemdticas (fomadas-como-se-compartieron) de aula
gue emergen a fravés de la interaccion (sobre todo a tfravés del discurso en el
aula con la participacién proactiva del maestro) "(Yackel, comunicacién
personal 30 de julio 2003). Yackel no utiliza el aprendizaje de trayectorias para
describir el aprendizaje de cada estudiante; esta interpretacion difiere de la
nuestra, que incluye andlisis, tanto a nivel de grupo como individuales. Sin
embargo, si revela otra aplicacién, y la contribuciéon de este modo Unico, del
constructo hipotético de la frayectoria de aprendizaje.

En esta descripciéon, hemos tomado la perspectiva del investigador o
investigadores/desarrolladores de curriculums que a menudo escriben para una
audiencia general. Es importante senalar que las trayectorias de aprendizaje
pueden y deben ser reconceptualizadas o creadas por pequenos grupos o
maestros individuales, de tal manera que pueden basarse en un conocimiento
mds intimo de los estudiantes en particular —su conocimiento existente, las
preferencias de aprendizaje, y la participacion en ciertos tipos de tareas o
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contextos (Simon y Tzur). Ciertamente, a priori las trayectorias de aprendizaje son
siempre hipotéticas, ya que el aprendizaje y la ensenanza efectiva, y el
reconocimiento del profesor de éstos, no se conocen completamente de
antemano (Simon, 1995). El maestro debe construir nuevos modelos de
ensenanza de las matemdaticas a los ninos a medida que interactian con ellos
alrededor de las tareas de instruccidon, y por lo tanto alterar su propio
conocimiento de los ninos y las futuras estrategias y modos de instruccion. Por lo
tanto, la trayectoria de aprendizaje realizada, las practicas y entendimientos
realizadas mientras se comparte, son emergentes.
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