	Unidad: Límite de una función en un punto. 

	Curso: 1º de Bachillerato
	 Fecha:


Actividades previas

En las sucesiones se ha buscado su límite, hacia dónde va la sucesión; se ha hecho un estudio global de ellas. En las funciones interesa hacer estudios “locales”, es decir, estudiar qué es lo que sucede en ciertos puntos o en puntos próximos a ellos. Por ello vamos a  tratar de definir qué entendemos por “ límite de  f (x) cuando tiende hacia a.”

ACTIVIDAD 1: x tiende  a un número
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a) Sea  la función f(x)= x2,  vamos a ver qué ocurre en un entorno del 0. 

Consideremos una sucesión que tienda a 0, por ejemplo la que tiene por término general 1/n. Parece conveniente tomar entonces la sucesión de valores correspondientes de f(x), es decir  f(1/n) y averiguar qué sucede con ella.

Con ayuda de la calculadora  completa la siguiente tabla:

	1/n
	1/2
	1/3
	1/16
	1/125
	1/256
	1/467
	1/789
	1/898
	1/967
	1/999

	f(1/n)
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Observa que los valores correspondientes de f(x) tienden a 0

Tomemos ahora la sucesión 1/n2, cuyo límite es 0 y los correspondientes valores f(x) = f (1/n2).

Con ayuda de la calculadora  completa la siguiente tabla:

	1/n2
	1/4
	1/16
	1/36
	1/81
	
	
	
	
	
	

	f(1/n2)
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Observa que los valores correspondientes de f(x) tienden a 0

( Si tomásemos otra sucesión cualquiera de modo que  su límite fuese 0, la sucesión de los valores correspondientes de f(x) tendría como límite 0

b) Consideremos ahora en la misma función f(x)= x2, el valor x = 2

Tomamos  la sucesión  (2n +1)/n . El límite de esta sucesión es 2.

Con ayuda de la calculadora  completa la siguiente tabla:

	(2n+1)/n
	
	
	
	
	
	
	

	f(2n+1/n)
	
	
	
	
	
	
	


Comprueba que el límite de la sucesión  f (2n+1/ n) es 4

(Si tomásemos otra sucesión cualquiera de modo que  su límite fuese 2, la sucesión de los valores correspondientes de f(x) tendría como límite 4

ACTIVIDAD 2: x tiende a un número

Se considera la siguiente situación
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A cada punto M del eje OX, con abcisa x (x > 1), se asocia el punto M´ del eje OY de modo que A(1,2), M y M´ estén alineados. Se designa por S el área del triángulo OMM´ . S está definida por  S(x) = 
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Interpreta gráficamente lo que sucede cuando x se aproxima a 1

Consideramos la sucesión de término general   1+ 10 –n ; el límite de esta sucesión es 1.

Con la ayuda de la  calculadora, completa la tabla:

	1+ 10-n
	1,1
	1,001
	1,0001
	1+10-6
	1+10-8
	1+10-10
	1+10-12

	S(1+10-n)
	
	
	
	
	
	
	


Decide a partir de qué valor de la sucesión el área va a ser mayor que 1020

Decide a partir de qué término de la sucesión el área va a ser mayor que 10p

Si fijado un número de antemano, siempre podemos encontrar un término de la sucesión tal que a partir de él todos los términos sean mayores que ese número dado ¿qué podemos decir del límite de  f(1+10 –n )?

Considera ahora  la sucesión de término general  1+ 3 – n ; el límite de esta sucesión es 1

 Del mismo modo que en las anteriores actividades, con la ayuda de la calculadora completa la siguiente tabla :

	1+ 3-n
	1,3
	1,003
	1,0003
	1+ 3-6
	1+ 3-8
	1+ 3-10
	1+ 3-12

	S(1+3-n)
	
	
	
	
	
	
	


Si fijado un número de antemano, siempre podemos encontrar un término de la sucesión tal que a partir de él todos los términos sean mayores que ese número dado ¿qué podemos decir del límite de  f(1+3 –n )?

(Si tomásemos otra sucesión cualquiera de modo que  su límite fuese 1, la sucesión de los valores correspondientes de S(x) tendría como límite  + (
ACTIVIDAD 3: x tiende a +(
Tomamos, de nuevo, la función f(x)= x2  
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Consideremos una sucesión que tienda a +( , por ejemplo la que tiene por término general n2.Tomamos  la sucesión de valores correspondientes de f(x), es decir  f((n2)2) = f (n4) y averiguamos qué sucede con ella.

Con ayuda de la calculadora  completa la siguiente tabla:

	n2
	 1
	 4
	16
	225
	172
	232
	462
	542
	872
	992

	f(n4)
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Encuentra a partir de qué valores de la sucesión los correspondientes de     f(x) van a ser mayores que 100000

Fíjate en que dado un número de antemano, siempre podemos encontrar un término de la sucesión f(n4) tal que, a partir de ese término, los correspondientes términos de la sucesión sean mayores que dicho número. ¿Qué podemos decir entonces del límite de f(n4)?

(Si tomásemos otra sucesión cualquiera de modo que  su límite fuese + (, la sucesión de los valores correspondientes de f(x) tendría como límite  + (
(Observa que esto sucede con las funciones f(x) = x,  f(x)= x2, f(x) = 
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Es decir cuando x tiende a  +(, los correspondientes valores de f (x) tienden también a +(
ACTIVIDAD 4: x tiende a +(
Consideramos la siguiente situación.

Los puntos O y A están fijos y OA = 1

Dado un número real x (x >0) se construye el triángulo rectángulo AOM, con OA= 1. 
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Definimos  g(x) = AM/ OM

Da una fórmula explícita de g (x) 

Considera la sucesión cuyo término general es n2 

El límite de esta sucesión es +(
Completa la siguiente tabla:

	n2
	 1
	 4
	16
	225
	172
	232
	462
	542
	872
	992

	g(n2)
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Decide a qué valor tiende la sucesión g(n2)

(Si tomásemos otra sucesión cualquiera de modo que  su límite fuese + (, la sucesión de los valores correspondientes de g(x) tendría como límite  1

Límite de una función en un punto. Definición

Las actividades  anteriores nos han permitido conocer cuál es el límite de f(x1), f (x2), f(x3),…..cuando x1 , x2, x3,….. tiene por límite a. Vamos a precisar ahora qué quiere decir 
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, que se lee “limite de f(x) cuando x tiende hacia a” ó  
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, que se lee “límite de f(x) cuando x tiende hacia ( (+(, - () en el sentido que luego precisaremos

Vamos a distinguir varios casos:

Límite finito cuando x tiende hacia a 

( Definición intuitiva : Una función f(x) tiende hacia b o tiene por límite b, cuando x tiende hacia a, si se puede conseguir que f(x) esté tan próximo como queramos de b, haciendo que x esté suficientemente cerca de a, sin que sea x=a.

( Definición por sucesiones: El límite de la función f (x) cuando x tiende a a es b, si y sólo si tomando cualquier sucesión  x1, x2, x3,….. de números reales, distintos de a, que tiene por límite a, la sucesión de sus imágenes f(x1), f (x2), f(x3),…..tiene por límite b

( Definición por distancias: Una función f(x) tiende hacia b o tiene por límite b, cuando x tiende hacia a, si y solo si para cualquier número real (>0, existe un número real ( > 0, tal que si 0< (x-a(< (, entonces 

 (f(x) - b(< (
Ejercicio:

Tomando dos sucesiones convenientemente comprueba los siguientes límites:

a) 
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       c) 
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Límites laterales

ACTIVIDAD 5: Buscando límites laterales

Considera la función 


f(x) = 
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Tomemos una sucesión, acercándonos a 2 por la izquierda, por ejemplo la que tiene de término general 2- 10-n 

Con la ayuda de la calculadora completa la siguiente tabla:

	2- 10-n
	 1,9
	1,99
	1,999
	
	
	

	F(2- 10-n)
	
	
	
	
	
	


¿Cuál es el límite de la sucesión de valores correspondientes de f(x)?

Si nos acercamos a 2 por la izquierda mediante cualquier otra sucesión, el límite va a ser el mismo. A este valor se le llama límite por la izquierda cuando x tiende hacia 2

Tomemos ahora una nueva sucesión, acercándonos a 2 por su derecha, por ejemplo la sucesión de término general 2 + 10-n

Con la ayuda de la calculadora, completa la siguiente tabla:

	2+10-n
	 2,1
	2,01
	2,001
	
	
	

	F(2+10-n)
	
	
	
	
	
	


¿Cuál es el límite de la sucesión de valores correspondientes de f(x)?

Si nos acercamos a 2 por la derecha mediante cualquier otra sucesión, el límite va a ser el mismo. A este valor se le llama límite por la derecha cuando x tiende hacia 2

Sin embargo, date cuenta de que no se cumple la  definición de límite de f(x) cuando x tiende hacia 2, porque para sucesiones diferentes que tienen como límite 2, los valores correspondientes de f (x) tienen diferentes límites. En definitiva, no existe límite de f(x) cuando x tiende hacia 2.

( Definición por sucesiones : Diremos que b es el límite por la izquierda (derecha) de f(x) cuando x tiende hacia a, si y solo si para toda sucesión de números reales menores (mayores) que a, que tienen por límite a, la sucesión de sus imágenes tiene por límite b.

( Definición por distancias: Una función f(x) tiende por la izquierda hacia b  o tiene a b como límite por la izquierda, cuando x tiende hacia a, si y solo si para cualquier número real (> 0, existe un número real ( > 0, tal que si:

                        0< a-x< (, entonces (f(x) - b(< (
( Definición por distancias: Una función f(x) tiende por derecha hacia b  o tiene a b como límite por la derecha, cuando x tiende hacia a, si y sólo si para cualquier número real (> 0, existe un número real ( > 0, tal que si

                        0< x-a < (, entonces (f(x) - b(< (
( Teorema: Una función f(x) tiene límite cuando x tiende hacia a, si y sólamente si existen los límites laterales y ambos coinciden

Ejercicio:

 Sea 

f (x) = 
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Comprobar  que cuando x tiende a 0 los límites por la izquierda y por la derecha coinciden. Encontrar el valor común de dicho límite

Límite infinito cuando x tiende hacia a

Otra situación que puede darse cuando x tiende hacia a es que el límite sea infinito. Vamos a precisar lo que esto significa.

( Definición: El límite de la función f (x) cuando x tiende hacia a es + (, si y sólo si tomando cualquier sucesión  x1, x2, x3,….., de números reales, distintos de a, que tiene por límite a, la sucesión de sus imágenes f (x1), f(x2), f(x3),…..tiene por límite + (
( Definición por distancias: El límite de la función f(x) cuando x tiende hacia   a es +(, si y sólo si para cualquier número real M, tan grande como se quiera, existe un número real (> 0, tal que  si 0<(x-a(< (, entonces  f(x)> M

Nota: Estas definiciones se adaptan en el caso de - (. Intenta hacerlo, y en caso de duda, consulta con tu profesor.

ACTIVIDAD 6

 Sea la función f(x)= 
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 que está definida para todo número real, excepto en el cero.

Tomemos una sucesión que tienda a 0 por la derecha (por ejemplo 

an = 10-n) y veamos qué sucede. Para ello, completa la siguiente tabla:

	10-n
	 0,1
	0,01
	
	
	
	

	1/10-n
	
	
	
	
	
	


Como puedes comprobar los valores de 1/x superan cualquier valor, por grande que sea éste. Decide entonces, cuál es el límite de la sucesión de valores de 1/x

Tomemos una sucesión que tienda a 0 por la izquierda (por ejemplo la sucesión an = - 10-n ) y veamos qué sucede.

	- 10-n
	 - 0,1
	- 0,01
	
	
	
	

	- 1/10-n
	
	
	
	
	
	


Como puedes comprobar los valores de 1/x se alejan de cero por la izquierda superando cualquier valor que tomemos a la izquierda de 0. Decide, entonces, cuál es el límite de la sucesión de valores de 1/x

( Definición de asíntota vertical: Cuando la función f tiene límite infinito, cuando x tiende hacia a, diremos que la recta x=a es una asíntota vertical de la gráfica que define la función f.

La recta x = 0 es una asíntota vertical de la función y = 1/x

Límites en el infinito

Vamos a tratar ahora los casos en que x tiende hacia + (  o - (
ACTIVIDAD 7

 Vamos a considerar, en primer lugar, el caso en el que el límite es finito

Consideremos, de nuevo, la función f(x)= 1/x

Sea la sucesión de término general an  = n. Como ya sabes el límite de esta sucesión es +(. Al igual que hemos hecho en los casos anteriores debes considerar términos de esta sucesión y la correspondiente sucesión de valores de la función. Observarás que el límite de esta sucesión es 0.

Si repites el mismo proceso con la sucesión de término general  an  = - n, cuyo límite es -(, observarás que la sucesión de  valores correspondientes de la función también tiene como límite 0.

Ocurre lo mismo con cualquier sucesión que tomemos

Esto nos conduce a la siguiente definición:

( Definición por sucesiones : El límite de la función f (x) cuando x tiende hacia  +(, es b , si y solo si tomando cualquier sucesión  x1, x2, x3,….., de números reales, que tiene por límite  + (, la sucesión de sus imágenes f(x1), f(x2), f(x3),…..tiene por límite b

( Definición por distancias: El límite de la función f(x) cuando x tiende hacia  + (, es b, si y solo para cualquier número real (>0, existe un número M> 0, tal que cuando x >M, entonces (f(x)-b(<(
Nota: Estas definiciones se adaptan para el caso -(. Escribe esas definiciones y en caso de duda consulta a tu profesor

( Definición de asíntota horizontal: Cuando la función f tiene límite finito b, cuando x tiende hacia  + (, diremos que la recta y = b es una asíntota horizontal de la gráfica que define la función f.

La recta y = 0 es una asíntota vertical de la función y = 1/x

Pasemos ahora al caso en el que el límite es + ( o - (.

Si consideramos la función  y = x2   y repetimos los pasos dados en los casos anteriores, observamos que si tomamos una sucesión cuyo límite sea

+ (, los correspondiente valores de la función tienen por límite + (.

Dicho de otra manera, escogiendo un número tan grande como queramos, todos los valores de la función superan este número, desde un x suficientemente grande.

Cada una de las funciones siguientes tiende hacia + ( cuando x tiende hacia + (:

y = x         y= x2          y = x3              y =
[image: image12.wmf]x


Operaciones algebraicas

Vamos a estudiar a continuación el álgebra de límites, es decir cuál es el límite de la suma, producto y cociente de dos funciones. Cuando escribamos el límite de f y el límite de g, los consideraremos definidos en el mismo punto, bien sea en a, en + ( o  en  - (.

1.-Suma de funciones

Si las funciones f y g  tienen límite finito o infinito, la función f + g  tiene límite  de la siguiente manera

	         lim f

lim g
	           a
	         + (  
	       - (

	         b                        
	           a+ b
	         + (
	       - (

	          + (
	         + (
	          + (
	  Indeterminado

	          + (
	          + (
	  Indeterminado
	        - (


Indeterminado significa que, en principio, no sabemos cuál es el límite de la función suma. Resolver una indeterminación consiste en determinar cuál es el límite de la función suma

2.-Producto de funciones

Si las funciones f y g  tienen límite finito o infinito, la función f . g  tiene límite  de la siguiente manera:

	         lim f

lim g
	           a(0
	         + (  
	       - (

	         b  ( 0                      
	           ab
	         + (
	         + (

	          + (
	         + (
	          + (
	        - (

	          - (
	          + (
	           - (
	        + (


Si  f y g tienen límite finito y uno de ellos es 0, entonces el límite del producto es 0. En todos los demás casos hay indeterminación.

3.- Cociente de funciones

Si las funciones f y g  tienen límite finito o infinito, la función f/g  tiene límite  de la siguiente manera:

	         lim f

lim g
	           a
	         + (  
	       - (

	         b  ( 0                      
	           a/b
	         + (
	         + (

	          + (
	           0
	 Indeterminado
	 Indeterminado       

	          - (
	          0
	  Indeterminado         
	Indeterminado


Ejercicios:

1) Estudia el comportamiento de y = f (x) en el punto a:

a) f(x)= 
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  en a=2    c) f(x) = 
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2) Calcula los límites (en caso de que existan) de cada una de las funciones siguientes en 0, +( y  -(
a) f(x) =
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[image: image17.wmf]     b) f(x) = 
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3) Calcula el límite de  f(x) en +(
a) f(x) = x2 + x +2       b) f(x)= 
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     c) f(x)= 
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d) f(x)= 
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4) Encuentra las asíntotas horizontales y verticales de las siguientes funciones:

a) f(x) = 
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      b) f(x) = 
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   c) f(x) =
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5) Explica por qué el límite cuando x tiende hacia +(, de las siguientes funciones es  +(   y - (, respectivamente

a) f(x)= x+1                                  g(x)= -x

b) f(x)= x + x2                              g(x)= - x

c) f(x)= x2 – x                               g(x)= - x2

d) f(x)= x + sen x                          g(x)= - x

En cada uno de los casos escribir f + g  y  estudia su límite cuando x tiende hacia +(
6)  Explica por qué  el límite cuando x tiende hacia +(, de las siguientes funciones es  0 y  + (, respectivamente

a) f(x)= 
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b) f(x)= 
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c) f(x)=
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                          g(x)= x

En cada uno de los casos escribir fg  y  estudia su límite cuando x tiende hacia +(
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