2.

Marco historico
del algebra

2.1. INTRODUCCION

La historia de la matematica ha sido utilizada por la didactica de la
matematica bajo distintos puntos de vista: desde informaciones historicas
que sirven para motivar un tema nuevo, hasta la construccion de secuencias
didacticas inspiradas en la progresion historica seguida en el desarrollo de
algunas teorias. En cualquier caso, la historia nos ofrece diferentes ideas para
la actividad didactica e incluso puede ser utilizada por el profesor como
referencia para anticipar dificultades o errores posibles en el aprendizaje de
los alumnos.

Expondremos en este capitulo los conceptos basicos del algebra dentro
de su marco historico, partiendo del «contexto» que sirvio de base en la
antigiiedad para elaborarlos. con el fin de que puedan ser utilizados también
hoy como «contexto» para construirlos en clase.

Esto nos permite satisfacer diversas necesidades, tales como:

— Representar las matematicas como parte de la cultura humana que
evoluciona con ella, preparando asi el terreno para llegar a la organi-
zacion que los conceptos matematicos tienen actualmente.

— Reconocer la importancia del lenguaje simbélico y de las técnicas, y
las insuficiencias y ambigiiedades de cada formalismo.

— Construir o profundizar los conceptos matematicos que se han elegido
por medio de la diversidad con la cual cada época los presenta.

Se pueden crear secuencias didacticas, por ejemplo, reflexionando sobre
el simbolismo de cada época, viendo las posibilidades y los limites de cada
uno en particular, insistiendo en los nifios en la idea de que las matematicas
evolucionan y que no es una ciencia hecha y fija.
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No obstante, este planteamiento presenta algunos problemas para llevar-
lo a cabo. Entre ellos destacamos la imposibilidad de presentar a los nifios
los temas con una exactitud historica, ya que determinados formalismos o
demostraciones exceden su nivel de conocimiento. En estos casos es preciso
hacer una adaptacion a las diferentes edades, sin, por ello, deformar la
realidad historica.

2.2. INICIOS DEL ALGEBRA Y CLASIFICACION

El 4lgebra se caracteriza por sus métodos, que conllevan el uso de letras y
expresiones literales sobre las que se realizan operaciones. Esta presente en
toda la matematica, pues cualquier problema termina convirtiéndose en un
calculo mas o menos algebraico.

En las ultimas décadas, el algebra ha cobrado gran importancia. Sus
aplicaciones se han multiplicado debido a problemas tecnologicos, al analisis
y también a la fisica, que ha podido expresar cuestiones fundamentales de
mecanica cuantica por medio de expresiones algebraicas.

Para dar una idea de los inicios del algebra es imprescindible remontarse
al concepto de numero. Los nimeros eran percibidos por los antiguos como
una propiedad inseparable de una coleccion de objetos, propiedad que ellos
no podian distinguir claramente. Mas adelante, aparecen las operaciones con
naimeros como reflejo de las relaciones entre los objetos concretos, y los
hombres fueron descubriendo y asimilando las relaciones entre los numeros.
Finalmente, a medida que la vida social se hizo mas intensa y complicada,
fueron apareciendo problemas mas complejos que impulsaron a perfeccionar
los nombres y «simbolos» de los nimeros.

La primera etapa hacia los signos matematicos y las formulas en general,
la constituye la aparicion de los simbolos numeéricos, que aparentemente se
produjo al mismo tiempo que la escritura y que jugé un papel fundamental
en el desarrollo de la aritmética. Todavia en este tiempo, cualquier ley o la
resolucion de un problema matematico se expresaba con palabras, pues la
utilizacion de signos para las operaciones aritméticas y la designacion literal
para la incognita tuvo lugar mucho mas tarde.

La palabra «xALGEBRA» proviene del titulo de un libro Al-jabr (algunos
usan Al-gebr) w’al-mugabalah, escrito en Bagdad, alrededor del afio 825 por

! el matematico y astronomo Mohammed ibn-Musa al-Khwarizmi (Moham-
‘med hijo de Musa nativo de Khwarizm), que muestra en sus trabajos la

primera formula general para la resolucion de ecuaciones de primero y

/ segundo grados.

El titulo Al-jabr w’al-mugabalah significa «ciencia de la restauracion y

oposicion» o «transposicion y eliminacion» o, como expresa Carl Boyer, la
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transferencia de términos al otro miembro de la ecuacion (al-jabr) y la
cancelacion de términos iguales en ambos miembros de la ecuacion (al-
mugqabalah).

Asi, dada la ecuacion

x2 +3x +7=7—2x + 4x°
al-jabr da
x4+ 5x + 7 =7+ 4X°
y al-mugabalah da
x? 4+ 5x = 4x°

Esta obra fue traducida al latin en los primeros anos del siglo X1 por
Juan de Sevilla y Gerardo de Cremona, y con el tiempo se le llamo simple-
mente Algebra.

El origen del vocablo responde satisfactoriamente al contenido real de la
ciencia misma. El algebra comienza en realidad cuando los matematicos
empiezan a interesarse por las «operaciones» que se pueden hacer con
cualquier nimero, mas que por los mismos nimeros; es, en esencia, la
doctrina de las operaciones matematicas considerada formalmente desde un
punto de vista general con abstraccion de los niimeros concretos.

Para estudiar la historia del algebra dividiremos su desarrollo en tres
fases:

La primera fase, que comprende el periodo de 1700 a. de C. a 1700 d. de
C., se caracterizo por la invencion gradual de simbolos y la resolucion de
ecuaciones. Dentro de esta fase encontramos un algebra desarrollada por los
griegos (300 a. de C.), llamada algebra geomeétrica, rica en métodos geometri-
cos para resolver eccuaciones algebraicas.

La introduccion de la notacion simbolica asociada a Victe (1540-1603),
marca el inicio de una nueva etapa en la cual Descartes (1596-1650) contri-
buye de forma importante al desarrollo de dicha notacion. En este momento,
¢l algebra se convierte en la ciencia de los célculos simbolicos y de las
ecuaciones. Posteriormente, Euler (1707-1783) la define como la teoria de los
«calculos con cantidades de distintas clases» (calculos con numeros raciona-
les enteros, fracciones ordinarias, raices cuadradas y cubicas, progresiones y
todo tipo de ecuaciones).

Cabe seflalar en este periodo los trabajos del ya mencionado en el
capitulo 1, George Peacock (1791-1858), tendentes a fundamentar y justificar
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las operaciones con expresiones literales. A €l se debe el «principio de
permanencia» que decia:

«Todos los resultados del digebra aritmética que se deducen por aplicacion
de sus reglas, y que son generales en su forma, aunque particulares en su valor,
son igualmente resultados del algebra simbolica, donde son generales tanto en
su valor como en su forma»

distinguiendo entre algebra aritmética, donde las letras representan nimeros
naturales y los signos + y — tienen el significado aritmético ordinario, y el
algebra simbolica, donde siguen actuando las leyes del algebra aritmeética,
pero se elimina la restriccion a los naturales.

El principio de permanencia afirmaba que todas las reglas que se verifi-
can con los naturales, por ejemplo, conmutativa y asociativa de la suma y de
la multiplicacion, y distributiva de la multiplicacion respecto de la suma,
seguian verificAndose para todos los demas niimeros u objetos representados
por las letras. Asi, la importancia del significado de los simbolos quedo
relegada a un segundo término ante la primacia de los simbolos por si
mismos y sus leyes de combinacion; por ejemplo, la adicidon significara
cualquier proceso que se ajuste a determinadas leyes.

Hasta este momento, finales del siglo xvir y primera mitad del xix, el
algebra era la ciencia de las ecuaciones y su problema fundamental radicaba
en la teoria de resolucion de ecuaciones algebraicas.

En la segunda mitad del siglo xix, el algebra presentd un notable impulso
debido a grandes matematicos, entre los cuales destacamos las ideas de
Galois (1801-1832) sobre la teoria de ecuaciones algebraicas. Teorias tales
como la de grupos, determinantes y matrices, por citar algunas, alcanzaron
un profundo desarrollo.

Todo esto favorecio el nacimiento del algebra abstracta contemporanea
(3.2 fase), llamada algunas veces algebra moderna. En este periodo se prescin-
de de los numeros, de ahi el nombre de abstracta, y los objetos utilizados
pueden ser cualesquiera (matrices, vectores, tensores, etc.) sobre los cuales se
definen ciertas operaciones que verifican unas determinadas propiedades,
construyéndose el algebra a partir de axiomas previamente definidos.

En la actualidad, la revolucion de los ordenadores esta creando nuevos
problemas sobre la mecanizacion de los calculos algebraicos, lo que logica-
mente conducira a un desarrollo ain mayor del algebra.

~ La notacidn algebraica presenta también tres periodos claramente dife-
renciados:

[ « El periodo retérico o verbal, en el cual las operaciones se describian
; con palabras. Este periodo se extiende desde los babilonios (1700 a. de
| C.) hasta Diophante (250 d. de C.).

5 ¢ El periodo sincopado o abreviado, cuando empiezan a utilizarse algu-
{
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nas abreviaciones para simplificar la resolucion de los problemas. Este
periodo comienza con Diophante y dura hasta comienzos del siglo xv1.
- Laecuacion 2x> + 8x — (5x? + 4) = 44 se escribia en notacion de
Diophante ast:

KB sn A Ae MS éotél ud
x*2 x8 — x%5 14 = 44

El periodo simbolico aparece en el siglo xvi y utiliza ya diferentes
simbolos y signos matematicos. Esta notacion que fue mas o menos
estable en tiempos de Isaac Newton (1642-1727), se mantiene actual-
‘mente sin uniformidad total. Este periodo coincide con la 2.* fase
anteriormente indicada que, como hemos sefalado, esta asociada al
nombre de Viete, el cual comenzé a denotar por letras no solo las
incognitas, sino nimeros dados previamente.
Asi, la ecuacion

x7 — 15x* + 85x — 225x% + 274x = 120

1a escribia como
IQC — 15QQ + 85C — 225Q + 274N aequatur 120

‘Nuestra notacion moderna es debida a Descartes (1596-1650). con
ligeras modificaciones posteriores

x3 — 6xx + 13x — 10 c O

El desarrollo historico que hacemos a continuacion no sera lineal, sino

que nos vamos a fijar en tres aspectos que nos parecen fundamentales: el
algebra geométrica de los griegos, que nos permite descubrir estrechas rela-
ciones con la geometria, la resolucion de ecuaciones a través de los tiempos,
por su incidencia directa en la ensefianza y el algebra moderna, por los
cambios introducidos en ella.

2.3. EL ALGEBRA GEOMETRICA

Los griegos, aunque se cree que conocian los métodos de los babilonios

(métodos puramente algebraicos) para la resolucion de ecuaciones, desarro-
llaron métodos geométricos para resolverlas y comprobar diversas propieda-
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En el libro II de Los Elementos, de Euclides (300 a. de C.) (el mas corto de
todos ellos), hay 14 proposiciones que permiten resolver problemas algebrai-
cos. Actualmente, nuestra algebra simbolica los resolveria rapidamente, pero
el valor didactico del algebra geométrica es importante.

Citaremos a continuacion la forma de probar la propiedad distributiva y
resolver ecuaciones.

La proposicion 1 dice:

«Si tenemos dos lineas rectas y cortamos una de ellas en un numero
cualquiera de segmentos, entonces el rectangulo contenido por las dos lineas
rectas es igual a los rectangulos contenidos por la linea recta que no fue
cortada y cada uno de los segmentos anteriores.»

Esto es:

A a B ¢ C

AD-AC = AD-AB + AD- BC
bla+¢)=ba+bc

D E F

como podemos ver, es la propiedad distributiva del producto respecto de la
suma. De forma analoga se demuestran las propiedades asociativa y conmu-
tativa del producto.

La proposicion 4 nos permite verificar la expresion

(x + 3?2 =x*+y" + 2xp

«Si una linea recta se corta de una manera arbitraria, entonces el cuadrado
construido sobre el total es igual a los cuadrados sobre los dos segmentos y dos
veces el rectangulo contenido por ambos segmentos» (Fig. 2.1).

X y

x2 x-y

(x+y? =x>+y + 2xp

Figura 2.1
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Con la misma habilidad eran capaces de resolver ecuaciones cuadraticas
de los tipos ax — x* = b2y ax + x? = b2,

La representacion geométrica de estas situaciones viene dada por la
construccion sobre un segmento q, de un rectangulo cuya altura desconocida
x debe ser tal que el area del rectangulo considerado exceda del area dada en
el cuadrado de lado x, en el primer caso

ax — x* = b?

con los segmentos a y b verificando la relacion a > 2b.

e x -

y en el segundo ax + x* = b?, que se quede corto respecto del area A.

|
|

De esta forma, los griegos consiguieron resolver las ecuaciones cuadrati-
cas por medio de los procedimientos conocidos como de «aplicacién de
areas». He aqui como lo hacian en el primer caso. Se basaban en la proposi-
cion 5, que dice:

— X -

«Si cortamos una linea recta en segmentos iguales y desiguales entonces el
rectangulo contenido por los segmentos desiguales del total, junto con el cua-
drado construido sobre la linea recta entre los puntos de corte es igual al
cuadrado sobre la mitad.»

En nuestra notacion, para resolver la ecuacion de segundo grado
ax — x* — b?% la aplicacion de la proposicion anterior equivale a lo
siguiente: sobre la linea recta 4B, determinamos un segmento AB = ay
construimos un rectangulo ABMK de area a - x. Fijando en éste un cuadrado
de lado x, DBMH, obtenemos un nuevo rectangulo ADHK de area ax — x?,

que es igual al area de un cuadrado de lado 5.
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1 al2+x
E G F

Completando ahora la figura con otro cuadrado de lado a/2, CBFE, se
deduce, del uso de la proposicion 5 que el cuadrado CBFE de area (a/2)?
excede del rectangulo ADHK de area ax — x? = b?, en el cuadrado LHGE
de lado a/2 — x; es decir,

G - -

que permite solucionar la ecuacion dada ax — x* = b?, con

a a\? 5
T

NOTA: Los segmentos a y b verifican la relacion a > 2b.
En el segundo caso se basaban en la proposicion 6, que dice:

«Si se corta en dos partes iguales una linea recta y se le ariade (siempre en
linea recta) otra linea recta, entonces el rectangulo contenido por el total (con
la linea recta afiadida) y la linea recta afiadida, junto con el cuadrado construi-
do sobre la mitad, es igual al cuadrado construido sobre la linea recta formada
por la mitad y la linea recta afiadida.»

En nuestra notacidén, para resolver la ecuacion de segundo grado
ax + x? = b% la aplicacion de la proposicion anterior equivale a lo
siguiente: sobre la linea recta 4B, determinamos un segmento AB = ay
construimos, por una parte, un rectangulo ABHK de area a- x, y de otra,
por prolongacion del segmento AB el rectangulo ADMK de area ax + x?,
que exceda al rectangulo anterior en un cuadrado de area x?, y que es igual
al area de un cuadrado de lado b, es decir, ax + x? = b2,

Completando ahora la figura con otro cuadrado de lado a/2, LHGE y
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A C B D T
x
K t 3 7 M
a2
l E G F
al2 + x -

con un rectangulo de lados x y a/2, HMFG, tenemos de la proposicion 1 que
el area del cuadrado CDFE es igual a

(2)2 + x* + ax
2

donde la distancia CD = g— + x esigual a
a 2
ot b2
) -
SR
V \2

que permite solucionar la ecuacion ax + x* = b2,

es decir,

x +

N R

24. RESOLUCION DE ECUACIONES

o Ecuaciones lineales

Una ecuacion lineal es una expresion de la forma ax + b = ¢, donde x es
la incognita y a, b y ¢ son numeros conocidos. Para obtener la solucion
procedemos asi: sumamos el opuesto de b en los dos miembros:

ax + b + (=b) = c + (—b)

ax = ¢ — b
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multiplicamos por el inverso de a:

lax = —1-(c — b)
a a

y obtenemos la solucion de x:

a

Pero para llegar al proceso actual de resolucion han pasado mas de tres
mil anos.

Los egipcios nos dejaron en sus papiros (sobre todo en el de Rhind
—1650 a. de C— y el de Moscii —1850 a. de C.—) multitud de problemas
matematicos resueltos. La mayoria de ellos son de tipo aritmetico y respon-
dian a situaciones concretas de la vida diaria; sin embargo, encontramos
algunos que podemos clasificar como algebraicos, pues no se refieren a
ningan objeto concreto. En éstos, de una forma retérica, obtenian una
solucidn realizando operaciones con los datos de forma analoga a como hoy
resolvemos dichas ecuaciones.

Las ecuaciones mas utilizadas por los egipcios eran de la forma:

x +ax =b

x +ax + bx =0

donde a, b y ¢ eran nameros conocidos y x la incognita que ellos denomina-
ban «aha» o «monton».

Una ecuacion lineal que aparece en el papiro de Rhind responde al
problema siguiente:

«Un montoén y un séptimo del mismo es igual a 24»

en notacion moderna, la ecuacion seria:
x + 1/7x = 24

La solucion la obtenian por un método que hoy conocemos con el
nombre de «método de la falsa posicion» o «regula falsi». Consiste en tomar
un valor concreto para la incognita, probamos con €él y si se verifica la
igualdad ya tenemos la solucion, si no, mediante calculos obtendremos la
solucién exacta.

Supongamos que fuera 7 la solucidn, al sustituir en la x nos daria
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7 + 1/7-7 = 8, y como nuestra solucion es 24, es decir, 8 - 3, la solucion es
21 = 3-7,yvaque 3(7T + 1/7-7) = 24.

Generalmente, el calculo de la solucion correcta no era tan facil como en
gste caso e implicaba numerosas operaciones con fracciones unitarias (frac-
ciones con numerador la unidad), cuyo uso dominaban los egipcios. En
cuanto al simbolismo, solamente en algunas ocasiones utilizaban el dibujo de
un par de piernas andando en direccion de la escritura o invertidas, para
representar la suma y resta, respectivamente.

Los babilonios (el mayor nimero de documentos corresponde al periodo
600 a. de C. a 300 d. de C.) casi no le prestaron atencion a las ecuaciones
lineales, quiza por considerarlas demasiado elementales, y trabajaron mas los
sistemas de ecuaciones lineales y las ecuaciones de segundo grado.

Entre las pocas que aparecen, tenemos la ecuacion 5x = 8. En las tablas
en base sexagesimal hallaban el reciproco de 5 que era 12/60 y en la tabla de

) 36
60 60

Las matemaéticas babilonicas abarcaban generalmente soluciones aproxi-

madas de las ecuaciones determinadas y utilizaban férmulas tales como:

multiplicar por 8, encontramos 8-

(@ + b)? = a® + 2ab + b?
(a + b)a — b) = a* — b*

Los matematicos griegos no tuvieron problemas con las ecuaciones linea-
les y, exceptuando a Diophante (250 d. de C.), no se dedicaron mucho al
algebra, pues su preocupacion era, como hemos visto, mayor por la geome-
tria. Sobre la vida de Diophante aparece en los siglos v o VI un epigrama
algebraico que constituye una ecuacion lineal y dice:

«Transeunte, ésta es la tumba de Diophante: es él quien con esta sorpren-
dente distribucion te dice el numero de afios que vivié. Su juventud ocupo la
sexta parte, después durante la doceava parte su mejilla se cubrié con el primer
vello. Pasé aun una séptima parte de su vida antes de tomar esposa y, cinco
“afios después, tuvo un precioso nifio que, una vez alcanzada la mitad de la edad
de su padre, perecio de una muerte desgraciada. Su padre tuvo que sobrevivirle,
llorandole, durante cuatro aios. De todo esto, deduce su edad.»

Los primeros documentos matematicos indios que existen (datan del siglo
mr d. de C.) son los Sulvasutras, donde se recogen todos los conocimientos
necesarios para construir los templos. En éstos aparece el siguiente proble-
ma:

«Hallar el lado de un rectangulo, conociendo el otro lado y sabiendo que su
area es igual al drea de un cuadrado dado.»
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Esto es:

Sl

es decir,

ax = b?

b,

Lo resolvian utilizando el método de la falsa posicion, como los egipcios.

Posteriormente, Brahmagupta (siglo vi) expresa, ya de forma sincopada,
coOmo resolver ecuaciones lineales. La incognita la representaba por la abre-
viatura «ya», y las operaciones por la primera silaba de las palabras.

Dada la ecuacion ax + b = cx + d, la solucion vendra dada dividiendo
la diferencia de los términos conocidos entre la diferencia de los coeficientes
de los desconocidos; esto €s,

Estos métodos pasaron a los arabes que lo extendieron por Europa. Al
algebrista Abu-Kamil (siglos 1x y X) se le atribuye una obra donde trata la
solucion de ecuaciones lineales por simple y doble falsa posicion.

El método de la «doble falsa posicion» es el siguiente:

Sea la ecuacion ax + b = 0 y supongamos dos valores para la x:

= b o=
x m} , entonces am + p} [1]
xX=n an + b = ¢
restando,
am —n) =p —gq
Por otra parte, eliminando a en [1]
amn + bn = pn
_ } [2]

amn + bm = gqgm

que restando,
b(n — m) = pn — gm
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y dividiendo ambos resultados,

Y . |
b pn — gm
o también
b pn — gm
a D — 4

siendo esto ultimo el valor de x.
Veamos un ejemplo. Sea la ecuacién 5x — 10 = 0, si tomamos como
valor de x: x = 3y x = 4, y sustituyendo,

54 — 10 = p
53— 10 = g

se tiene que

_ 10354 30-2 10
YT T o5 T s T 5T

Este principio fue posteriormente presentado en una forma ligeramente
modificada por el «método de las escalas». El nombre proviene de un
diagrama que permitia escribir la solucion rapidamente:

q — N
Las dos lineas de la izquierda representan p y ¢ y las de la derecha m y n

y la cruz del centro indica que hay que multiplicar.
El método puede ser sintetizado como sigue:

Consideran dos valores cualesquiera de la incognita m, n.

Calculan los errores correspondientes a ellos p, g.

Hallan el valor de la incognita en funcion de los valores dados y sus
€rrores.

el S

En nuestro ejemplo,
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con lo cual,

103 —5-4
10 -5

e Ecuaciones cuadraticas:

Una ecuacion de segundo grado con una incognita es una expresion de la
forma ax? + bx + ¢ = 0, donde x es la incognita y a, b y ¢ son niimeros
conocidos con a # 0.

Resolver esta ecuacion consiste en hallar los valores de x que la sa-
tisfagan.

En los documentos egipcios casi no aparecen estas ecuaciones y en los
poquisimos casos que se encuentran, no parece que conocieran un tratamien-
to sistematico para su resolucion. Sin embargo, los babilonios si que las
resolvian con soltura.

Las tablas de raices ‘cuadradas que poseian les permitieron resolver
inmediatamente ecuaciones de la forma x> + px = ¢; x> = bx + cy x* + ¢
= bx. A menudo llamaban a la incognita «longitud» y a su cuadrado,
«arean.

Entre los problemas resueltos, tenemos el siguiente:

«Hallar el lado de un cuadrado si su area menos el lado es igual a 870.»

Expresamos su solucion en notacion retorica (columna de la izquierda) y
en la notacion actual (columna de la derecha):

x? — x = 870
p=1; p/2 =050
Toma la mitad de 1 que es 0,50 y multiplica (p/2)* = 0,25
0,50 por 0,50, que es 0,25. Suma este numero g = 870
a 870, lo que da 870,25. En las tablas com-
probamos que éste es el cuadrado de 29,50. g + (p/2)* = 870,25

Suma 0,5 a 29,5 y el resultado es 30, el lado
del cuadrado. ’ (P/2? +q + p2 =x
29,5 + 0,5 = 30

que es la raiz de la ecuacion:

x> — px =gq
Sin embargo, la segunda solucién no la obtienen.
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Hacemos notar que en los textos originales trabajan en base sexagesimal.

Posteriormente, los griegos del periodo alejandrino abandonaron los
métodos del algebra geométrica y se acercaron a los métodos de los babilo-
nios.

Heron (100 d. de C.) resuelve la ecuacion x* + 4x = 896, buscando un
cuadrado perfecto:

x?2 4+ 4x + 4 = 900
(x + 2)* = 900
x+2=30 ; x =28

Diophante, el mayor de los algebristas griegos, distingue tres clases de
ecuaciones cuadraticas:

ax? + bx = ¢

ax? = bx + ¢

ax* + ¢ = bx

para cada una de las cuales tiene un método especifico de solucion.

Los hindies (v d. de C.) en los tratados sobre la construccion de altares
resuelven ya ecuaciones cuadraticas del tipo ax* + bx = c. Trabajos poste-
riores ofrecen con detalle métodos de resolucion. Aryabhata (500 d. de C.) da
la regla para resolver la ecuacion 6x* + 100x — 1600 = 0, mediante el
algebra retorica, que expresada en nuestra notacion:

J16-100-6 + (100/2)> — 100/2
6

podemos expresarla con la formula actualmente utilizada

—100 + /100% + (4-6-1.600)
12

Como vemos, las dos son exactamente lo mismo, con la excepcion de que
Arybhata elimina la raiz negativa.
Brahmagupta da dos reglas que podemos expresar simbolicamente:

—b — /b* — 4dac

2a

X =
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Trabajos posteriores, tales como los de Sridhara (siglo x1) y Bhaskara
(siglo xm) describen que la ecuacidon cuadratica tiene dos raices, que un
numero negativo no tiene raiz, y que un niimero negativo puede ser raiz de
un numero positivo.

Fl método utilizado en el algebra hinda es esencialmente el «método de
completar cuadrados», usando nuestra notacion desarrollariamos asi:

Sea la ecuacion ax? + bx = ¢

a-c
. 2

Multiplicamos el término independiente por a-c + (é)
el coeficiente de la x?, afiadimos el cuadrado 2
de la mitad del coeficiente del término en x 5

, : b b
y a su raiz cuadrada le restamos la mitad del ) 4+ ac — =
término independiente, que dividido por el ‘ 2

coeficiente del término en x* nos da el valor AL b
de la incognita. ( ) + ac —

Desde el punto de vista didactico se tiene una interpretacion geométrica
sugerente:
El método consiste en sumar el area rayada de la figura al resto:

1/2abx

2
(a*x* + abx) + (g—)

a’x? 1/2abx

ax b/2
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Como ax? + bx = ¢, sustituimos a’x? + abx por a-c:

ac+ (g)z 1]

Por otra parte, el area del cuadrado total es (ax + b/2)?, siendo la
longitud del lado

(ax + b/2) [11]

De [I] deducimos que la longitud del lado sera:

bz

(—2-)+ac
bz

= (—2—)+ac

éz+ac——é

2 2

a

e igualando con [II] resulta

(SRl

ax -+

y despejando la incOgnita:

X ==

Los conocimientos algebraicos de los indios pasaron a China y al Oeste a
través de los arabes. Sin embargo, éstos también recogieron los trabajos de
los griegos y por ello su algebra incluye pruebas geométricas para resolver
ecuaciones.

Al-Khwarizmi distinguia tres tipos de ecuaciones cuadraticas:

x2 + bx =c
x* = bx + ¢

x4+ ¢ = bx

Como vemos, no incluian términos negativos y las soluciones negativas
tampoco eran aceptadas.

Las demostraciones de sus métodos fueron geométricas. Por ejemplo,
para resolver

x>+ bx =c
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utilizaban el equivalente a la aplicacion de la formula

x= (B 4"
N 2 2

Tal método era justificado de la siguiente forma:
El area del cuadrado de la figura siguiente puede ser expresada como

o] ) )

bJ4

b/4

Simplificando e igualando estas expresiones,

bz 5 b2
(x+-?:) = X +bx+—4-

y volviendo a la ecuacion original tenemos

b\? b?
(X'f‘*i) C"I"*Z“

y hallando la raiz cuadrada,
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Michael Stifel (1487-1567) fue el primero que usd términos negativos en
sus ecuaciones. Considero tres clases de ecuaciones cuadraticas:

x* = ¢ — bx

x2 = bx — ¢

x? = bx + ¢

X = éz+c+é
T\ T T2

Un avance importante surgié con Frangois Viéte. No solamente introdu-
jo una notacion algebraica, sino que también reemplazo6 los métodos basa-
dos en pruebas geomeétricas por otros estrictamente algebraicos.

Por ejemplo, resolvamos

y da como soluciones

x2 + bx = ¢

Se supone que x puede expresarse como la suma de dos numeros u y z.
Sustituyendo en la ecuacion,

(u+2?>+bu+z2=c
u? + 2z + bu + 22 + bz =¢

tomamos z = —

ro O

luego'

b 2
u = =] +c
y a partir de u, obtendremos por sustitucion el valor de x.
Viete estudio también las relaciones entre los coeficientes y las raices de

la ecuacion cuadratica e introdujo un método de aproximacion.
La resolucion de una ecuacion de segundo grado también se puede
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realizar graficamente. Damos valores arbitrarios a la x y con los valores que
toma la expresion ax®> + bx + c trazamos el grafico, que resulta ser una
parabola. Los valores en que la grafica corta al eje OX, son las soluciones de
la ecuacion.

Por ejemplo, sea x> + x — 6 = y, cuya representacion es la siguiente
parabola:

luego las soluciones son:
x =2 y x = —3

Si tenemos una parabola que no corta al eje OX, como en el caso x? + ¢,
con ¢ > 0, las raices de la ecuacién vendrian dadas por los niimeros
complejos x = ii\/g.

Los griegos conocieron bien la parabola y sus propiedades y las otras
secciones conicas. Sin embargo, sus proposiciones iban encaminadas a anali-
zar las relaciones entre las secciones conicas y las expresiones relativas a dos
variables x € y, y no a la solucion grafica de ecuaciones.

A Descartes debemos en gran parte la aproximacion moderna de la
clasificacion de las ecuaciones por grado y la relacion de la geometria y el

algebra, que hacen posible la combinacién de los métodos algebraicos y
geomeétricos.

» Ecuaciones de grado mayor que dos

Comencemos por estudiar las ecuaciones de grado 3, que como es sabido
responden a la ecuacion general

ax* + x> + ecx +d=0
donde q, b, ¢, d, son numeros reales y a # 0.
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Los babilonios nos han dejado varios ejemplos de resolucion de ecuacio-
nes cubicas. Por ejemplo, las de la forma x* = a, las resolvian directamente
con las tablas de raices ciibicas que manejaban con soltura, y, cuando la
solucion no era exacta, realizaban una interpolacion lineal para buscar una
aproximacion. De forma similar hallaban las soluciones de

X+ x*=a
buscando en las tablas el producto
xXHx + 1) =a
En casos més generales como
*(12x + 1) = 7/4
realizaban las siguientes operaciones: se multiplicaban por 122,
(12x)*(12x + 1) = 252
realizando el cambio y = 12x, se tiene

iy + 1) = 252

y una vez hallado el valor de y, se reducia el problema a la solucion de la
ecuacion lineal citada (y = 12x).
Lo que no sabemos es si resolvian la ecuacion cibica de tipo general

ax® + bx> + ex+d=0

Hipocrates de Quios (430 a. de C.) fue el primero que observd que el
famoso problema griego de la «duplicacion del cubo» era equivalente a

buscar dos medias proporcionales en proporcion continua entre dos rectas
dadas:

a _x _y
x y 2a
de donde,
2
y="" ;3= 2ax
a
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y sustituyendo:

4 CT
2ax = — , entonces’ x° = 24

ecuacion que resolvian mediante el método de regla y compas.
En los trabajos de Diophante, encontramos un problema equivalente a
resolver la ecuacion

x3 4+ x =4x* + 4

Sin embargo, solamente expone que una solucion es 4, pero sin explicar
como llegé a ella. Hoy se sabe que se puede obtener simplemente dividiendo
ambos miembros por x* + 1.

Posteriormente, Bhiskara (siglo x11) descubri6 la posibilidad en algunos
casos de reducir la ecuacion clibica a una cuadratica o lineal por medio de
sustituciones adecuadas.

Asi, para resolver la ecuacion:

3 6x% 4+ 12x = 35
resta 8 a ambos miembros

3~ 6x* + 12x — 8 = 27

es decir,

(x — 27 =27

de donde obtenemos x = 5.

Se encuentran ejemplos de ecuaciones cudrticas y hasta de sexto grado en
las matematicas babilonicas, pero son de una clase especial y podrian redu-
cirse a cuadraticas.

Si en la ecuacién x* + bx = ¢ reemplazamos x por x?, obtenemos la
ecuaci()n cuartica x* + bx? = ¢, que puede ser resuelta como una cuadratica
con x? en lugar de x como incognita. Las ecuaciones cuarticas de esta clase
pueden ser resueltas por referencia a tablas, exactamente por el mlsmo
camino que las cuadraticas. Habiendo obtenido el valor de la incognita x2,
por referencia a la tabla de raices cuadradas, inmediatamente se produce el
valor de x.

Las ecuaciones cuarticas con sus soluciones aparecen en los trabajos de
Bhaskara y Mahavira, aunque una vez mas, s6lo son considerados casos
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especificos y no hay intento para discutir una teoria general. Un ejemplo
tipico en sus trabajos es el problema:

«;Qué numero multiplicado por 200 y sumado a su cuadrado, luego multi-

plicado por dos y restado de su cuarta potencia, puede ser 10.000 menos una
unidad?»

o dicho de otra forma, resolver

x* — 2x% — 400x = 9.999

La solucion descrita es ingeniosa.
Sumando 4x?> + 400x + 1 a los dos miembros,

x* — 2x* — 400x + 4x* + 400x + 1| = 4x* + 400x + 1 + 9.999
agrupando convenientemente,
(x* + 1)? = (2x + 100)?
de donde, simplificando se resuelve la ecuacion cuadratica
x2—2x—-99 =0

cuya soluciéon es x = 11.

El arabe Omar Khayyam (1050-1123) escribio un libro de algebra que
incluia hasta ecuaciones cubicas. Consideraba que éstas solo podian ser
resueltas por métodos geométricos. Su idea consistia en utilizar, como ya
habian hecho los griegos, intersecciones de conicas. Por ejemplo, para resol-
ver la ecuacion cabica x> + ax?* + b*x + ¢® = 0, el proceso a seguir seria el
siguiente: se sustituye x? por 2py (que es la ecuacidn de una parabola) y
queda:

x2py + a-2py + b*x + 2 =0

dando la ecuacién de una hipérbola, con lo que basta representar en un
sistema de ejes ambas curvas para obtener las soluciones. Pero atin no daban
todas las soluciones y se tenian que considerar muchos casos segun los
valores de a, b y c.

En 1494, Luca Pacioli en el libro Summa establecio la imposibilidad de
resolver las ecuaciones cubicas por métodos algebraicos. En su libro se
aprecia ya un paso hacia el algebra. Utiliza las letras p y m para representar
la suma y la resta, co, ce y ae para la «cosa» (incognita), censo para el
cuadrado de la incognita y aequalis para el signo igual.
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Cardano (1501-1576) describe en su Ars Magna, métodos de solucion de
ecuaciones cubicas, aunque, tal como él mismo dice, no fue el descubridor de
la solucion.

Dejando a un lado detalles sobre esta historia, pues los datos son contra-
dictorios, veamos algunos ejemplos de solucion:

Sea la ecuacion x*> + 6x = 20. La resolucion de esta ecuacion en la
forma retdrica que utilizaba Cardano ocupa varias paginas. Con la notacion
actual, al sustituir x por u — vy u-v = 2, tendriamos

(u—v)? + 6(m—1v)=20
de donde

W — 3w + 3uw? — 03 4+ 6u — 6v = 20
W — 6u + 6v + 6u — 6V — v = 20

obteniendo entonces,

. 2 )
Si eliminamos v = —> se tiene
u
2 3
u — (—) = 20, es decir, u® — 2% = 20u°
u

Si, por ultimo, hacemos u®> = ¢, tenemos t* — 20t — 8 = 0, de donde

t=20j_-_,/400——32=10i 108

2

asi: w3 = 10 + ./108; v3 = . /108 — 10, obteniendo finalmente,

x = J /108 + 10 — ¥/./108 — 10

Entonces, para el caso general, Cardano expone que la solucion de la
ecuacion x> + px = g, vendra dada por la formula:

x = Y0P + @2 + 92 = IS PB + @2 — g2

Estudié también otros casos y cuando se le plantearon problemas con las
raices negativas, las llamo «sofisticas», argumentando que estos resultados
eran «tan sutiles como inutiles».
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Viéte, en el siglo XvII, muestra que una ecuacion cuadratica puede redu-
cirse a una ecuacion cibica. Un siglo después ya se conoce que las ecuacio-
nes cuadraticas, cubicas o cuarticas tienen, respectivamente, 2,3 04 raices y
se comienza a preguntar si este resultado se puede extender a ecuaciones de
grado superior. La respuesta a esta cuestion nos la da el Teorema Fundamen-
tal del Algebra, que afirma:

«Toda ecuacion algebraica de grado n, @, x" + a,_;x"" ' + -+ + a;x +
+ a, = 0 con coeficientes reales o complejos tiene al menos una raiz real o

compleja.»

La primera demostracion se debe a Gauss (1777-1855) que la expone en
su tesis doctoral. Sin embargo, en ésta quedan algunos aspectos no del todo
claros, por lo que Gauss da hasta cuatro nuevas demostraciones.

Este problema fue también estudiado ampliamente, entre otros, por
D’Alembert (1717-1783), Euler (1707-1783) y Lagrange (1736-1813). En la
actualidad se han obtenido varias demostraciones rigurosas de este teo-
rema.

o Sistemas de ecuaciones lineales

El sistema formado por las siguientes ecuaciones,

ax + by = ¢ ,
Y , con a, b, c d, e, f, nimeros reales
dx + ey = f

recibe el nombre de sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas.

Resolver el sistema consistira en hallar las soluciones de x e y, que lo
satisfagan. También aqui puede ocurrir que haya una Unica solucion, que no
haya ninguna o que sean infinitas.

Como hemos ya sefialado, fueron resueltos por los babilonios, los cuales
llamaban a las incognitas con palabras tales como «longitud», «anchura»,
«area», o «volumen», sin que tuvieran relacion con problemas de medida.

Un ejemplo tomado de una tablilla babilonica plantea la resolucion de
un sistema de ecuaciones en los siguientes términos:

1/4 anchura + longitud = 7 manos

longitud + anchura = 10 manos

Para resolverlo comienzan asignando el valor 5 a una mano y observa-
ban que la solucion podia ser: anchura = 20, longitud = 30. Para compro-
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barlo utilizaban un método parecido al de eliminacion. En nuestra notacion,
seria:

y + 4x = 28
y+ x=10

restando la segunda de la primera, se obtiene 3x = 18, es decir, x = 6ey =
= 4,
También resolvian sistemas de ecuaciones, donde alguna de ellas era
cuadratica. Por ejemplo,
xy = 10
9x — P = #*

sustituyendo y por 10/x en la segunda ecuacion, se tiene:

9x2 — 18x-10/x + 9(10/x)* = x?

quedando definitivamente

8x* — 180x% + 900 = 0

llegando a la anterior ecuacion bicuadratica que si sabian resolver. Otras
veces, las sustituciones eran del tipox = u + v; y = u — .

Los griegos también resolvian algunos sistemas de ecuaciones, pero utili-
zando métodos geométricos. Thymaridas (400 a. de C.) habia encontrado
una féormula para resolver un determinado sistema de »n ecuaciones con n
incognitas.

La expresion

etk by ) — s
n— 2

permite obtener las soluciones del sistema

X+X1+x2+"‘+x,,_1=s

x + x; = k,
X “l" XZ = kz'
X + xn—-l = kn—-l
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Diophante resuelve también problemas en los que aparecian sistemas de
ecuaciones, pero transforméandolos en una ecuacion lineal. Por ejemplo, para
hallar dos niimeros x € y, cuya suma sea 20 y la suma de sus cuadrados 208,
realizaba los siguientes calculos:

Diophante Mediante sistemas
v a 10 £ x X+ y =20
y = 10 — x x? 4+ y* = 208
(10 + x)* + (10 — x)*> = 208 sustituyendo x = 20 — y en la se-
100 + 20x + x* — 100 — 20x —  gunda ecuacion,
— x% = 208 (20 — 3)? + »* = 208

200 + 2x* = 208

nos aparece una ecuacion de segun-
2x% = 8 x? = 4; de donde x = 2 p g

do grado.

Los numeros buscados son 8 y 12. Diophante solo aceptaba las solucio-
nes positivas, pues lo que buscaba era resolver problemas y no ecuaciones.
Utilizé ya un algebra sincopada, como hemos sefialado anteriormente. Sin
embargo, una de las dificultades que encontramos en la resolucion de ecua-
ciones por Diophante es que carece de un método general y utiliza en cada
problema métodos a veces excesivamente ingeniosos.

Los sistemas de ecuaciones aparecen también en los documentos indios.
No obstante, no llegan a obtener métodos generales de resolucion, sino que
resuelven tipos especiales de ecuaciones.

El libro El arte matematico, de autor chino desconocido (siglo 11 a. de C.),
contiene algunos problemas donde se resuelven ecuaciones. En ellos encon-
tramos un esbozo del método de las matrices para resolver sistemas de
ecuaciones lineales. Uno de dichos problemas equivale a resolver un sistema
de tres ecuaciones lineales por dicho método matricial.

Sea el sistema

3x + 2y + = 39
2x + 3y + = 34
X+ 2y + 3z =26

[N
|

t
|

escribian la matriz de la siguiente forma:

1 2 3 X

2 3 21 vy

3 1 1 4
26 34 39
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y haciendo operaciones entre las columnas de la matriz obtenian un sistema
mas sencillo cuya solucion era inmediata:

(2.2 col. x 3) (2.2 col. x 3.7 col) (2.2 col. — 3.2 col)
16 3\ 1 3 33 1 0 3
2 9 2| 2 7 2 2 5 2
303 1] 32 1| 301 1
26 102 39 26 63 39 26 24 39

y asi sucesivamente hasta

0 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 39

de donde esta ultima matriz nos proporciona las ecuaciones

36z = 99
5y + z =24
3x+ 2y + z =39

Tengamos en cuenta que la resolucion de sistemas lineales de ecuaciones
usando matrices y determinantes aparecen en Europa con los trabajos de
MacLaurin (1698-1746) y Cramer (1704-1752), aunque la idea de colocar
ecuaciones en forma de filas y columnas fue mencionado por Leibniz (1646-
1716) en una carta al marqués de L’Hopital (1661-1704). Inicialmente solo
usaban determinantes, pues las teorias sobre matrices debidas a Sylvester son
posteriores (1850).

o Ecuaciones diofanticas

Si se tiene una ecuacion con mas de una incognita, las soluciones de la
misma son indeterminadas. Asi, si consideramos la ecuacion

5%x + y = 30

a cada valor que se atribuya a x se le asocia el correspondiente valor de y en
la formula

y = 30 — 5x
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Al expresar algebraicamente la condicion o condiciones impuestas por un
problema que trata de determinar ciertos numeros, pueden resultar ecuacio-
nes o sistemas indeterminados. La cuestion puede presentar dos aspectos
diferentes:

1. las soluciones de la ecuacidon o sistema planteados convienen al
problema, y

2. el enunciado del problema impone ciertas condiciones en virtud de
las cuales se determinan o, al menos, se seleccionan las soluciones.

Un tipo de ecuaciones relacionadas con el segundo aspecto sefialado son
las «ecuaciones diofanticas», llamadas asi en honor del matematico griego
Diophante, y que son ecuaciones lineales con distintas variables de coeficien-
tes racionales y con la condicién suplementaria de que s6lo admiten como
solucion nimeros naturales y pueden hacerse extensivas a soluciones enteras.
(Si se trata, por ejemplo, de nimero de ciudadanos, no podemos admitir
soluciones fraccionarias).

Para que una ecuacion lineal con dos o mas incognitas y de coeficientes
enteros admita soluciones enteras, es condicion necesaria que el m.c.d. de los
coeficientes de las incognitas divida al término independiente.

En efecto, sea la ecuacion lineal

Ax + By + -+ + Eu = F, A B, .., E FelZ

si D es el m.cd. (4, B, ..., E) y designamos por q, b, ..., e los coeficientes
obtenidos al dividir aquéllos por el m.c.d., es decir:

A= Da, B = Db, .. FE = De
la ecuacion anterior puede escribirse

D(ax + by + -+ + eu) = F [1]

Si esta ecuacion se satisface para valores enteros de x, y, ..., u resultara que
para estos valores, el primer miembro de [1] es multiplo de D, luego,
necesariamente, si existen soluciones enteras, son tales que F es multiplo
de D.

Por tanto, la ecuacion diofantica ax + by = ¢, donde a, b y ¢ son
numeros enteros positivos, es resoluble precisamente si ¢l m.c.d. de a y b es
un divisor de c. Ademas, si (x,, ¥o) €s una solucion, el conjunto de soluciones
esta formado por todos los pares

(xg + th, yo — ta), conteZ

Una parte considerable de la «aritmética» de Diophante esta dedicada a
problemas indeterminados en los que las soluciones que se requieren son
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numeros enteros positivos o como maximo cantidades racionales positivas.
Diophante no presenta un método general para resolver tales problemas. Sin
embargo, algunos de sus caminos de resolucion son altamente ingeniosos y
aplicables a problemas similares. No da soluciones generales, sino se limita a
obtener una de sus soluciones, ya que probablemente sea consciente de que
en muchos casos, hallada una solucion, las otras se pueden calcular con
facilidad.

Diophante no trata los problemas cuadraticos; el problema de este tipo
mas antiguo es el presentado por Pitagoras (x? + y? = z?). Esta relacion
surge, como es sabido, de la busqueda de todas las longitudes de los lados de
triangulos rectangulos y su solucion mas elemental fue conocida por los
egipcios (3,4 y 5).

Varias formulas fueron propuestas por diferentes escritores griegos, y asi
recordando a Proclo, Pitagoras establecioé una regla para hallar algunas de
sus posibles soluciones, indicando que si n es impar, se cumple que

s (P n? + 1\2
& 2 72

es decir, todo numero cuadrado es la suma de dos nGmeros triangulares
sucesivos (véase el cap. 5).

Problemas que implican triples pitagoricos asi como problemas lineales
fueron resueltos en India y China. Por ejemplo, en los trabajos de Aryabha-
ta, Bhaskara, Brahmagupta y otros, se encuentran problemas de este tipo, asi
como problemas cuadraticos con cuatro incognitas; algunos de éstos poseen
grados mayores de dificultad que los resueltos por Diophante en su Aritméti-
ca.

Fermat (1601-1665), uno de los grandes matematicos de todos los tiem-
pos, demostrd que no existen niimeros enteros positivos x, y, z que satisfagan
la ecuacion

3+ =2

y aunque se dice que demostrd también que la ecuacion x" + )" = z" no
tiene solucién para n > 3, no se ha encontrado su prueba y todavia hoy no
ha sido posible hacer tal demostracion. Lo anterior es conocido como «ulti-
mo teorema de Fermat» y ha sido fuente de inspiracion para muchos avan-
ces del algebra moderna.

2.5. EL ALGEBRA ABSTRACTA

Con todo el material acumulado en los ultimos afios se fueron gestando a
lo largo del siglo x1x las bases del algebra moderna. En este siglo aparecen
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conceptos fundamentales, tales como vectores, cuaterniones y matrices, por
citar algunos, y se desarrollan las teorias sobre estructuras: grupos, anillos y
Cuerpos.

Entre los precursores del algebra moderna, podemos sefialar al ya citado
Peacock, que junto a Gregory (1813-1844) y a De Morgan (1806-1871)
intentaron hacer del algebra una ciencia independiente de las propiedades de
los nimeros reales y complejos.

El problema fundamental del algebra siguié ocupando a un namero
iinportante de matematicos dando origen a la «teoria de grupos». Un paso
decisivo fue la demostracion de que la ecuacion de quinto grado (o superior)
no es posible resolverla mediante radicales, conseguida primero por Ruffini
en 1799 y de forma rigurosa por Abel en 1826. Tanto Ruffini como Cauchy
(1789-1857) esbozan el concepto de grupo, pero es Galois (1811-1832) a
quien debemos la idea de aplicar la teoria de grupos a la resolucion de
ecuaciones. Estas teorias, que tardaron en divulgarse, poseen gran impotan-
cia en el desarrollo de teorias posteriores. Klein, en su clasico programa de
Erlangen (1872) la utilizo para sistematizar las geometrias y Lie (1842-1899)
las aplica a ecuaciones en diferencias con derivadas parciales.

Los nimeros complejos fueron estudiados simultineamente por varios
autores, entre los que se encontraba Gauss (1777-1855), el cual aportd la
representacion geométrica de dichos niimeros, pero no le fue posible exten-
der esta idea al espacio de tres dimensiones. Hamilton (1805-1865), paralela-
mente y partiendo de parejas algebraicas, cre6 los cuaterniones, como nime-
ros que satisfacen la siguiente expresion:

W= ag + o;i + ayf + ozk, O, Ay, 0y, Oy € R

Estas cuadruplas pueden ser combinadas mediante las operaciones suma
y resta. Ahora bien, para la multiplicacién tuvo que afiadir las siguientes
condiciones:

jo=kiji=—kijk=iskj=—iski=jik=—j;2=/ =k = —1

Sin embargo, encontré que el producto no era conmutativo (w- w' # w'- w).

Parece que en el momento actual estid practicamente abandonada la
aplicacion a la fisica que Hamilton quiso dar a los cuaterniones, sin embar-
go, estos dieron origen a un tipo de 4lgebra no conmutativa, abriendo asi un
camino para la creacion de algebras que no cumplan las leyes fundamentales.

Otro desarrollo importante es la teoria de matrices. Recordemos que
éstas tienen un precedente en los métodos chinos de resolucion de sistemas
de ecuaciones lineales. Posteriormente Kowa (1683) sistematizd este método
y Leibniz creo los determinantes en los que trabajo Cramer (1704-1752) para
publicar su regla sobre la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.
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Aunque la idea de matriz estd implicita en los cuaterniones de Hamilton
y en la extension a n-uplas de Grassmann (1809-1877), se atribuye a Cayley
- (1821-1895) su creacion.

La teoria de matrices de Cayley tuvo su origen en el estudio de las
transformaciones lineales. Simultaneamente, Sylvester (1814-1897) amplia la
teoria de los determinantes y publica, entre otros, un método para eliminar x
de dos ecuaciones polindmicas de grados n'y m.

Posteriormente, Dodgson (1823-1898), mas conocido por Lewis Carroll,
enriquecera la teoria sobre determinantes, y otros, como Frobenius y Jordan,
trabajaran sobre matrices.

Las nociones de determinante y matriz, consideradas como innovaciones
en el lenguaje matematico, se revelaron altamente utiles, no solo en el
" desarrollo mismo de las matematicas, sino como instrumento de calculo que
forma parte de las técnicas del matematico moderno.

A George Boole (1815-1864) debemos otro tipo de algebra, el algebra de
Boole, que se aplica al algebra de conjuntos o a la logica, y, mas reciente-
mente, en el disefio de computadoras.

Después de 1870, con la obra de Benjamin Peirce (1809-1880), se da un
paso hacia una concepcion mas abstracta con el concepto de algebras linea-
les asociativas, las cuales incluyen como casos particulares el lgebra ordina-
ria, los vectores y los cuaterniones.

Proponemos a continuacion unas actividades tipo para alumnos de la
escuela obligatoria, utilizando el recurso didactico que supone el conoci-
miento del desarrollo historico del algebra:

Objetivo: Resolver ecuaciones de segundo grado.
Nivel: 13-15 afios.
Actividad: Existen diferentes métodos para encontrar soluciones de ciertas ecuaciones
de segundo grado, uno de ellos es el método geométrico utilizado, entre otros, por Al-
Khwarizmi, matematico arabe del siglo 1x, asociado a un problema de medida de
areas.

Asi, por ejemplo, para encontrar una solucién de la ecuacion x? + 12x = 64, se
procede de la manera siguiente:

— Alrededor de un cuadrado de lado x (cuyo valor se desconoce) se construyen
cuatro rectangulos de lados x y 3 (obsérvese que 3 es la cuarta parte de 12,
coeficiente de x) (Fig. 1).

— Cada rectangulo rayado de la figura tiene un area de 3 - x.

— El area del cuadrado pequefio que esta en el centro (con cuadriculas) es igual a
x2.

— Fl area total de la zona rayada vale x* + 12x.

— x es la solucion de la ecuacion si, y solamente si, esta area es igual a 64. Por
otra parte, para obtener el area del cuadrado grande hay que anadir a las

zonas rayadas, 4-3-3 = 36 (los cuatro cuadrados esquinas de lado 3).
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Fig. 1.

— Fl area total del cuadrado grande sera:
64 + 36 = 100

y, por tanto, su lado sera 10.
Con ayuda de x también podemos expresar el lado del cuadrado grande
como 6 + x, de donde una solucion de la ecuacion dada sera 4.
— Utilizar el procedimiento de Al-Khwarizmi para encontrar una solucion de las
ecuaciones:

a) x? + 10x = 39.
b) x? + 8x = 65.

Objetivo. Resolver ecuaciones diofanticas.
Nivel: 14-16 afios.
Actividad: Uno de los métodos para resolver ecuaciones diofanticas se basa en el
procedimiento ideado por Euler que vamos a aplicar a la resolucion del siguiente
problema:

«Si se compran fasciculos de 680 y 760 ptas. cada uno, y se ha pagado un total de
11.760 ptas., (cuantos fasciculos hemos adquirido de cada precio?»

Si llamamos x al nimero de fasciculos de una clase ¢ y al nimero de fasciculos de
la segunda clase, se tiene la ecuacion:

680x + 760y = 11.760

Para resolverla se busca primeramente una solucion particular despejando la
incognita de coeficiente mas pequeiio:

5 -2y

= 17 —
X y + 17
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Ademas, como x, y son nameros enteros, llamaremos ¢ al valor que tomara
5 -2 )
» es decir,

17
5-2
I = 24
17
que despejando la y, se tiene
1 -1t
= —8t + 2 +
¥ 2
yeZ, teZ, entonces t = —1, luego, sustituyendo este valor en la expresion dada
de x, se tendra que x = 5
x = 5 fasciculos de una clase

y = 11 fasciculos de la otra clase

Si se tiene en cuenta que la solucion general es

x= 5+ 1%
y =11 - 17

y que x > 0; y > 0, no existen mas soluciones que para el valor t = 0.

— Utiliza este procedimiento para:

a) Hallar todas las soluciones enteras de la ecuacion 15x — 130y = 35.

b) En una escuela de Magisterio, la especialidad de Ciencias tiene un numero de
alumnos comprendido entre 250 y 300, distribuidos en tres grupos: en el
primero hay los 19/35 del total, en el segundo hay 1/14 del total y en el
tercero esta el resto de los alumnos. ;Cuantos alumnos tiene la especialidad y
cada uno de los tres grupos?

EJERCICIOS

1. Empleando el método de Viéte, resolver las ecuaciones:

a) x? — l4x + 40 = 0
b) x> — 14x — 32 =0
c) x2 + 7x — 60750 = 0
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Utilizando los métodos del algebra-geométrica de los griegos resolver en las
situaciones que sea posible, las ecuaciones

a) x2 + 12x —64 =0
b) x2 — 12x + 64 = 0
0 x* —8x + 64 =0
d x* —-—6x—-10=0

Demostrar la propiedad asociativa del producto por los métodos de los griegos.
Resolver la ecuacion x + 1/2x = 16 por el método de la regula falsi.
Hallese la edad de Diophante, tomando los datos del epigrama.

Resolver las ecuaciones siguientes utilizadas por los egipcios por el método de la
«falsa posicion» o regula falsi.

a) x+gx=5
b) x + 2x =
1
— == 24
c) x 5
1 1
d) x+—§x+~5~x=10
e) x + 3x + 5x = 30
| 1
—_x - —x = 4
f)x+3>c 7t

Formese la ecuacion cibica cuyas raices son 1 + \/5 y —3 y apliquese el
método de Cardano.

De Morgan propuso el siguiente acertijo: «En el afio x? tenia x afios.» Resolver-
lo.

Resolver las ecuaciones siguientes utilizando el «método de la doble falsa posi-
cion» o «método de las escalas».

a) 2x — 5 =0
X
b) — 3 =0
)2+
x — 3
—1=0
) 5
2 3
d) x5+ _2=4
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10.

11.

12.

13.

Resolver las ecuaciones de segundo grado siguientes por el método de completar
cuadrados:

a) x? — 10x = -9

Expresar en lenguaje habitual los pasos del algoritmo que utilizaban los babilo-
nios para resolver ecuaciones de segundo grado de la forma x> + px = gq.

Obtener por el método de factorizacion las soluciones de las ecuaciones cuadra-
ticas siguientes:

a) x2 4+ 7x —60=0

Los babilonios conocian la existencia de valores x, y, z tales que x? + y* = 2%
pero se debe a la escuela pitagorica la solucion particular de esta ecuacion

diofantica:
x=12m* -1 , y=n , z =120 + 1)

con n impar, solucién que probablemente dedujeron de la propiedad «todo
nGmero impar es diferencia de dos cuadrados». Probar ambas afirmaciones.
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