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1. Sistema de referencia

Un sistema de referencia en el es-
pacio consta de un punto O llama-

do origen y tres vectores {i.j,k}.
Cualquier punto P(xq. yg. zg) tiene
—

un vector de posicion OP.

. L Y
OP =xoi+yoj+ 20k
e Vector de dos puntos
Dados los puntos A(xp,yo,z0) ¥ AB
B(ri.y1,21) se tiene
luego 7 Y

AB = OB — OA

AB = {Il — o, Y — Yo, 21 — :-‘fﬂ)
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¢ Punto medio de dos puntos

Dados los puntos A(xg,wyo,20) ¥
B(x1.y1.,21) se tiene que el punto
medio del segmento AB verifica

AB = 2AM
luego N T
O¥--""""
(B—A) = 2(M—A) — M = 2 g B
\ — To+ Ty Yo+ 20+ 21
‘ 2 ' 2 7 2

Ejemplo 1.1. Hallar el vector AB v el punto medio de los puntos A(—1, 3, 4)
y B(3.1.2).
Solucidn:

=B-A=(3.1,2) - (-1,3,4) = (4,-2,2)

133142
( T §)=(1,z,3}
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2. Ecuaciones de la recta

Definicion 2.1 La ecuacion de una recta viene determinada por un punto
Al(xg,yo.z0) y un vector u.
r=< A;u >

En el dibujo se observa que un punto X pertenece a la recta v, si el vector
— -

AX es proporcional al vector i, es decir AX = Ad para algin A € K.

Siendo t ‘ t '
OX = OA + AX A
AX — OX — OA e
OX — OA = \i |
(X —0)—(A—0) = \i

despejando X se obtiene la ecuacion

1'5X=A—I—)\ﬁ" (1) El

en coordenadas se obtiene

(r,y,2) = (o, Yo, 20) + A (w1, usz, us)

Dependiendo de como escribamos la expresion anterior obtenemos diferentes
ecuaciones de la recta.
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2.1. Tipos de Ecuaciones de la recta

s Ecuacion Vectorial. Expresando la ecuacion 1 en coordenadas
(x,y,2) = (x0, Y0, 20) + A (u1, u2, us)

m Ecuaciones Paramétricas. Separando las componentes

r = xIgp+ Aug
¥y = yotAup
= = Z0 -|—AH-3

. , : : . : .
m Ecuaciones Continua. Despejando en la expresion anterior el parametro

A e 1gualando
L= Y — Yo A

tiq U [

m Ecuaciones Cartesianas. Operando las igualdades, es decir, agrupan-
do términos y ordenando se obtiene las expresiones:

Az +By+Cz+ D 0
Alz+B'y+C'z+D" = 0

Ejemplo 2.1. Determinar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos

A(1.2,1) v B(0, 3,2).
Solucién: El vector director i = AB = (—1,1,1)
m Feunaciom Vectorial (7w =27 =1(1 2 1y~ Ai—=1 1 1)
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=

r = 1—A
m Ecuaciones Paramétricas. y = 2+ A
z = 14+A
. . r—1 y—-2 =z-1
s Ecuacion Continua. = Y T =

s Ecuaciones Cartesianas. Operando las igualdades, agrupando térmi-
nos y ordenando se obtiene las expresiones:

r—1  y-—2
1 1 _Jrz+ty—-3 =0
y—-2 _ z-1 - *—{y—z—1 = n}
1 - |
[
Ejemplo 2.2, Determinar de la recta rEI_lzy_l_l :z_z;su direc-

2 3 1

c1om y dos puntos de la misma.

Solucion: La direccion viene dada por u = (2,3.1). Un punto es A(1.—1,2).
Para hallar otro punto usamos la expresion vectorial

r=X=A4A4+ Au
Haciendo A = 2 obtenemos

X;=(1,-1,2)+2(2,3,1) = (5,5,4)
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Haciendo A = 3 obtenemos

X, =(1,-1,2) +3(2,3,1) = (7,8,5)

v asl sucesivamente para obtener mas puntos. []
r = 1-—23A

Ejemplo 2.3. Dada larecta: y = 2+ A
z = 142X

Determinar su vector direccional v dos puntos de la misma.

Solucion:
Su vector direccional es = (—3., 1. 2). Un punto es A(1, 2, 1). Para hallar otro
punto damos valores al parametro A, por ejemplo, haciendo A = 1 obtenemos

r = 1-3(1) = -2
y = 24+(1) = 3
> = 1+2(1) = 3

]

Ejercicio 1. Comprobar s1 los puntos A(2,3.1), B(5.4.3) v C(2,1,2) estan
alineados.

Ejercicio 2. Dados los puntos A(m, 2, —3), B(2,m. 1) vy C(5, 3, —2), determi-

[}
4

nar el valor de m para que estén alineados. v hallar la recta que los contiene.

r+y—3 = 0
y—z—1 = 10

, escribirla en forma con-

Ejercicio 3. Dada la recta ?‘{

timia.
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3. Ecuacion del plano

Definicion 3.1 La ecuacion de un plano viene determinada por un punto
A(xg, yo, z0) y dos vectores i, U linealmente independientes.

T=< A;u.v >

—
Un punto X pertenece al plano w, observar el dibujo, si el vector AX es
combinacion lineal de i y v, es decir

AX = N+ u@
para algin A, p € R

AX =0X - 04
Identificando OX = X y

_:|. .
A = A se obtiene la
eclaclon
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3.1. Tipos de Ecuaciones del plano
s Ecuacién Vectorial Expresando la ecuacion 2 en coordenadas
(r.y,2) = (To, Yo, 20) + A(ur.u, ug) + p (vy,v2,v3)

s Ecuaciones Paramétricas. Separando las componentes

r = Ig+ Aup + pvg
Yy = Yo+ Ao + [ U2
- — zg—|—:’k'14'.3—|—r{£-'l-‘3

m Ecuacién Cartesiana. Para hallar la ecuacion cartesiana del plano
hay que eliminar los parametros A v g en las ecuaciones paramétricas.
—

Como el vector AX es combinacion hineal de los vectores direccionales
_ —_ " - —_— - P
u v v, el rango de la matriz (AX ., ¢) es 2
r—ITop Y—Yo = — 20
T U1 U U3 = 2
(5] 9 (]

v por tanto su determinante es nulo.

r—Tro Y—Yo 2 — 20
U1 U U3 — ()
U1 U U3

=
Il

T=ar+by+ecz+d=0 (3)
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Ejemplo 3.1. Determinar las ecuaciones del plano que pasa por los puntos

A(2,3,5), B(1,1,2) y C(3.6,10).

Solucion: La direccion viene dada por los vectores

—3 —3

AB(—-1,-2,-3) AC(1.3,5)
Ecuacion Vectorial
T = {I!yrzj — {2,3,5] + A [:_1?_2! _3} + F[‘!'{I!E!S}

Ecuaciones Paramétricas

r = 2—A+p
y = 3—-2X+3pu
z = H—-3X+5pu

Ecuacion Cartesiana

r—2 y—3 z-5
| 2 3
| 3 5

0

=
Il

Se desarrolla por adjuntos por la primera fila

T=r—2y+z—1=0
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En la ecuacion general del plano: n(a.b.c)
T=ar+by+cz+d=10

los coeficientes (a, b, ¢) corresponden a
las componentes del vector perpen-
dicular al plano y se le denomina el
vector normal del plano 7.

~ ax+ by+cz+d=10
nia,b,c)

Ejemplo 3.2, Determinar las ecuaciones paramétricas del plano

T=r—2y+z—-1=10

Solucion: Elegimos dos variables libres como parametros, por ejemplo y = A
v z = i, quedando

r = 1+2X—pu
y = A
bod = L

La direccion viene dada por los vectores

i(2,1,0)  #(—1,0,1)
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Ejercicio 4. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto A(2,0,1) v
contiene a la recta de ecuacion :
r—1 y+3 z

2 1 -1

r

Ejercicio 5. Hallar la ecuacion de la recta r que pasa por el punto A(1,0,0)
y es perpendicular al plano x —y — 2+ 2 = (.

1ercicio 6. Determinar la ecuacion de un plano qgue contenea a la recta r
E 6. Det 1 g
y sea perpendicular al plano . siendo:

Cr—1 y—1 z+1 T =Am
"T T T T3 T T "y ¥ T
z I

Test. ElI punto A(0,1,2) v los vectores u(l1.2.3) v ¥(2,4,6) determinan un
plano

(a) 51 (b) No

- — 9 5 1 :
Test. El punto A(7.—4,2) y la recta : — = y__[ - = z-:;— determinan un
el

plano

(a) 51 (b) No
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4. Posicion relativa de dos planos

m = Ajz+Biy+Ciz=1I)

Teorema 4.1. Sean dos planos Aoz + Boy+ Cpz = Dy

m2
Estudiamos el sistema lineal de 2 ecuaciones con 3 incognitas:

) o . r(A)=1 r(AM)=1 = m=m
;"-11 Bl Gl Dl 'F'(A]l =1 T[Aﬂf:l =2 = m1 || T2
As By Dy r(A)=2 r(AM)=2 = wmNm={r}

T -

AM

r(A)=r(AM)=1 (A=l r(AM)=2 HA)=2 fAM)=2

g [ <%

mT,= T, T, H T, M, MM, = ir]
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Ejemplo 4.1. Determinar la posicion relativa de los planos:

m = 3dr—2y+4z2=2
mp = 2r+4+3y—5z=-8
Solucion:
A A
r ~ « 3f2=2f1 ¢ ~ w
3 -2 4 2 = 3 -2 4 2
2 3 -5 —5 0 13 -—-23 —28
AM AM

Como 7{A) = r(AM) = 2 los planos determinan una recta, mq M w2 = {r}.
Para hallar r resolvemos el sistema pasando z como variable hibre. De la

28 23
segunda ecuacion y = 13 + 3% Y sustituyendo en la primera ecuacion
Tr=— 0 Ez luego la recta es
13 137 E
10 2
— _¥ + % Y
S FR
z = A
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Ejemplo 4.2. Determinar la posicion relativa de los planos:

=

1 dr—-2y+4z=1

T —b6r+4dy—8z=-2
Solucion: Como
i =2 4 1
6 4 -8 -2

los planos son comcidentes.

Ejemplo 4.3. Determinar la posicion relativa de los planos:

dr—2y+4z=1
—b6r+4y—8z=10

m

3

Solucion:

3 -2 4 1 fa+2 f1 3 -2 4
-6 4 -8 0 a 0 0 0

Como r(A) =1 < r(AM) = 2 los planos son paralelos.

16
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4.1. Haz de planos

Definicion 4.1 Sea la recta r determinada por los planes m y m2.

r={

llamamos haz de planos a los infinitos planos que pasan por r. Su exrpresion
viene dada por:

1

-
=

Az +Biy+Ciz24+D1=10
Asx+ Bay+Coz+ D=1

1
2

1

‘r_k'(Alr+Bly+£?lz—|—B1] + 3(Asx + By + Cs 2z + Ds) :[}‘

La fisura muestra el haz de planos. Se aseme-

r
ja a un lhibro con mfimtas hojas (los planos). 1t
Dando valores a los parametros o v 3 no nu-
los a la vez, se obtienen los infinitos planos del
haz.

am + 3w =0

//\'IE
Ejemplo 4.4. Hallar la ecuaciéon del plano que pasa por el punto P(2, —1, 3)

v contiene a la recta determinada por los planos:

r—y+ z=2
2r4+y— z=-1

m1
m2
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Solucion: El plano buscado esta en el haz
alr—y+2—-2)+82z+y—2+1)=0
exigimos que pase por el punto P(2, —1,3)
a2+ 14+3-2)4+58(2(2)-1-3+1)=0

es decir
o+ 0=0—= g =—4a

Haciendo o = 1 = 3 = —4, y sustituyendo se obtiene

Te+by—5z+6=0

]
Ejercicio 7. Dada la recta r formada por m; y mo:
Ml =TI — Yy = 2
T =Yy— 2= 1

Hallar:

a) La expresion de todos los planos que la contienen.
b) El plano que contiene a r y pasa por el origen.

¢) El plano que contiene a r y es paralelo z — z = 5.
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5. Posicidn relativa de recta y plano

Teorema 5.1. Sean la recta r v el plano

r—To _Y—Y _ 22— 20

u v w
T=ar+by+cz=

r

Para estudiar la posicion relativa As
de la recta vy el plano, se compara el
vector de la recta u(u, v, w) con el
vector normal 7i(a, b, ¢) del plano.
Se pueden presentan tres casos:

l. hlnydier= r Cm. Contenida.
2. w2 lnyAsdnm= mrf m Paralela.

3.

ug L n = ry3NnmT={FP}. Se cortan.




Seccion 5: Posicidn relativa de recta y plano 20

Ejemplo 5.1. Determinar b para que la recta:

r—1_y—-2 =z
3 b 6
z=10

=

no corte al plano 7 : 2z — 4y + 5

Solucion:
Para que r no corte al plano tiene que ser paralela, luego

i(3,b,6) L (2, —4,5)
i(3,0,6) - 7i(2,—-4,5) =0=36—4b=0=[b=9

S16=29, r || 7, veamos que no esta contenida comprobando que no tienen un
punto comun. Tomamos A(l,2,0) € r y sustituimos en .

1) —4(2) +5(0) = —6£0 =1 | 7

[l
Ejercicio 8. Dados el plano 7 : r + y + mz = n, v la recta
T y—2 =z
"T1T T T2

a) Calcular m v n para que m contenga a 7.

b) Calcular m y n para que 7 y r sean paralelos.

¢) Calcular m y n para que 7 y r sean secantes.
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6. Posicién relativa de tres planos

Sean los planos m1.m2, v ma:

A
m = Alﬂ:—l—B]-,r,.r—I—C-flz:D] ” o .
Ta = Ag T -+ Bg Y + C-Tg,:r — -'DE il gl gl gl
! = Ajx I20% Caz =101 2 2 2 2
m3 3T+ D3y +Caz 9 A: Bi Cs D

-
AM

Se analiza el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas discutiendo los

rangos de las matrices A y la ampliada AM. Se pueden presentar los sigu-

lentes casos:

m (A
mr(A) =
mr(A) =2r(AM) = 2, Haz de planos, pudiendo haber dos de

ellos comcidentes. Tienen una recta en comniin.

I r(AM) =1, planos coincidentes.
T

(AM) = 2, planos paralelos.

mr(A) =2 r(AM) = 3, los 3 planos no tienen puntos comunes,
pueden ser 2 paralelos que intersecan respectivamente al otro,
o bien, se intersecan dos a dos en respectivas rectas.

r(A) =3 r(AM) = 3, los planocs tienen un punto en comnin.
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r(A)=1 (A= A2
rAM)=1 r(AM)=2 i AM)=2

;rc||:rc m
T, = T2 =T, ' :

r{A)=3 r(A)=2 r(A)=2
r(AM)=3 r{AM)=3 rfAM)=3
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Ejemplo 6.1. Discutir la posicion relativa de los planos:

r+y+kz =1

4
G: kxr+y+z =1
v: 2r+y+z =k
1
1

1 1 k&
Solucion: |[A|=| k 1 — k3% +2=0—=k=1V k=2
2 1
A A
—_—— —_— r(4) =2
k=1 (111 1y} _ /1 11 LY = rAM) =2
L1 1 0 0 U 0 Haz de planos
2 1 1 1 0 —1 -1 —1
AM AM
A A r(A) =2
- ~— - - -~ r(AM) =23
k=2 (1 : E 1) = (1 1 ! 1) = afNf=mr
2 1 1 1 0 -1 -3 ~1 -
_ ally =r12
2 1 1 2 0 0 0 1 . _
: ! . s . Bl
AM AM

Sik # 1:2, r(A) = r(AM) = 3, 5.C.D. y los tres planos se cortan en un punto.
L]
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Ejemplo 6.2. Discutir la posicion relativa de los planos:

TR
3r — 2y + =z= 1
6r + y — 2z2= T
Solucion:
1 1 —-1|2 1 1 -1 2 1 1 -1 2
3 2 1|1 | 2200 5 4|5 | B2 00 5 4|5
6 1 -2|7 ) 3% Y\ g 5 4_5 0o 0 0| o©
Es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.r(A) = r(AM ) = 2.
S.C.1, los tres planos tienen una recta en comiin. [

Ejercicio 9. Dados los planos :

To: 2r—ky—4z =2
T3 - kr—y+z =-3
Moy r+y+z =1

1. ;Para qué k, determinan w, v m3 una recta. r(k)7.

2. Estudiar la posicion relativa de las rectas r(£). respecto del plano ~.
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7. Posicion relativa de dos rectas
Sean dos rectas cualesquiera
r: A+ Au s: B4+puv

Las posibles posiciones relativas entre ellas son:

e Rectas paralelas

Dos rectas r v s son paralelas s1 tienen la misma direccion.

Ejemplo 7.1. Comprobar que las rectas r v s son paralelas:

_rx y—-1 =243 _ = y =z

r= — = = 5= == - = —

1 1 3 2 2 6
Solucion: En efecto, los vectores (1, 1. 3) vy v(2, 4. 6) son proporcionales, luego
r v s tlenen la misma direccion. ]

e Rectas coincidentes

Dos rectas r y s son coincidentes, s1 son paralelas y tienen un punto en
commun.

Ejemplo 7.2. Comprobar que las rectas r v s no son coincidentes:

r y—-1 =z+3 T _Y_*

1~ 1 3 27927 6

r
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Solucion: En efecto, por una parte, los vectores u(1.1,3) v ¢(2.4, 6) son pro-
porcionales, luego r y s son paralelas. Por otra parte como el punto A(0, 1, —3)
de r no satisface la ecuacion de s, pues

o 1 -3
2737 %
las rectas son paralelas pero no comncidentes. [

e HRectas Jque se cortan o se cruzan

St r y s no son paralelas hay dos posiciones de mterés: que se corten o se
cruzen en el espacio.(Observar el grafico inferior)

S1 las rectas se cortan forman un
plano y los vectores u, v’ v AB son
dependientes luego

det(i, 7, AB) = 0

v sl se cruzan en ¢l espacio los vec-
—

tores u.v y AB son independientes

luego

det(d, 7, AB) # 0
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Ejemplo 7.3. Comprobar que las rectas r v s se eruzan en el espacio:
r y—-1 =2+3 r Yy
— = I j— — =

1~ 1 3 ° 0 1

Solucion: En efecto, por una parte, los vectores u(1,1.3) v ¢(1,0,1) no son

r

y oz

—
proporcionales, luego r v s no son paralelas. Formamos el vector AB(0, —1, 3)
—
y caleulamos det(u, v, AB). Como

1 1 3
1 0 1|=-5+#0= se cruzan
0 —1 3

Ejemplo 7.4. Comprobar que las rectas r v s se cortan en el espacio:
r—2 y z—2 r y =z
T = = = = E=— == = —
1 1 3 I 0 1

Solucion: En efecto, por una parte, los vectores u(1.1.3) v ¢(1,0,1) no son

—_
proporcionales, luego v s no son paralelas. Formamos el vector AB(—2,0, —2)
Sl

y calculamos det(ud,v. AB). Como

1 1 3
1 0 1| =0= se cortan
-2 0 -2

también decimos que las rectas son incidentes, secantes o coplanarias.

[
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Otra forma equivalente de estudiar la posicion relativa de dos rectas es
—
studiar el rango de las matrices determinadas por los vectores (u, v, AB).
pudiéndose presentar los signientes casos:

Posicion relativa de dos rectas

r{u, v} =1 .
L. _:{ L L = r vy s son coincidentes,
r{u, v, AB} =1
r{u, v} =1
2. LS = r v s son paralelas.
r{i,7,AB)} = 2 b s
9 r{u,v} =2 N ¢
: L. r y s se cortan.
r{u, v,AB} =2 b
r{u,v} =2
4. L i = Iy S se cruzan.

= = = s =

r—3 y+1 z {:r—y—l—z—rl:ﬂ

Jr+3y+7z2—-6=0
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Ejercicio 11. Determinar a v b para que las rectas sean paralelas

{ 2r+ay—z=1

r=4de=2y+6==z 8 27 + 3y + bz = 3

Ejercicio 12. Hallar los valores de m y n para que las rectas r y s sean
paralelas:

T = 5H+4 D\ .
 — Yy = 3—|—}; SEEZEZE—FS
L~ )\ m 3 n

Ejercicio 13. Estudiar segin los valores del parametro a, la posicion relativa
de las rectas r v s:

r= (a+2)A
= y= 1
r= a

_a—- Yy—2 z-—a
5 = — =

1 a> a—1

Ejercicio 14. Estudiar la posicion relativa de la recta:

- kr+y+2z =k
| s +y+kz=k

v el plano a1 ¥ 4+ y + 2kz = 2, segun los valores del parametro real k.



	�rectas y planos en el espacio�
	Número de diapositiva 2
	Número de diapositiva 3
	Número de diapositiva 4
	Número de diapositiva 5
	Número de diapositiva 6
	Número de diapositiva 7
	Número de diapositiva 8
	Número de diapositiva 9
	Número de diapositiva 10
	Número de diapositiva 11
	Número de diapositiva 12
	Número de diapositiva 13
	Número de diapositiva 14
	Número de diapositiva 15
	Número de diapositiva 16
	Número de diapositiva 17
	Número de diapositiva 18
	Número de diapositiva 19
	Número de diapositiva 20
	Número de diapositiva 21
	Número de diapositiva 22
	Número de diapositiva 23
	Número de diapositiva 24
	Número de diapositiva 25
	Número de diapositiva 26
	Número de diapositiva 27
	Número de diapositiva 28
	Número de diapositiva 29

