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1. Vectores en el plano
1.1. Vector fijo y libre

Definicion 1

o
Llamamos vector fijo AB al segmento orientado que tiene su
ortgen en el punto A y su extremo en el punto B.

m Modulo: Es la longitud del A
vector. Lo representamos por
—
AB|

m Direccion: Es la direccion
de la recta que lo contiene.

St dos vectores son paralelos
tienen la misma direccion.

m Sentido: Es el que va del
origen al extremo. Lo rep- ! ﬁ(i’-l—iro-yl—yo)
resentamos por la punta de
la flecha. Una direccion tiene
dos sentidos.
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Definicion 2

Vectores equipolentes son los wectores que tinen : mismo
modulo, direccion vy sentido

Todos los vectores del grafico tienen la B D
misma direccion, sentido y magnitud,

son todos ellos equipolentes. También = & F
dectmos que son representantes del A o
vector libre . ’ ) ?

U E

, —_— —— —
Ast, los vectores AB.C'D y EF son
equipolentes y representantes del mis-

mo vector libre .
En el paralelogramo ABDC, son C i

equipolentes los vectores AB vy C'D.y
representantes de .

También son equipolentes los vectores
AC v BD, y representantes de v. A u
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1.2. Operaciones con vectores

Definicion 3

El producto de un numero o por un vector U es otro vector
libre representado por o -1

El vector a - u mantiene la direcciéon pero
puede cambiar el sentido o la magnitud del
vector u. U

m Sia > 0, a-u tiene el mismo sentido que
t , v sl a <0 tienen sentido contrario.

m Sia > 1, el vector a-u se dilata o alarga
v si a < 1, el vector o - 4 se contrae o
acorta.

m El caso que a = 0. el vector « - U corre-
sponde al vector nulo (0.0)

En el grafico se muestran los vectores multiplos de 4. la mitad de u con

1
= % el doble de u con a = 2 y el opuesto de u con o = —1.
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Definicion 4 La suma de los vectores libres u y v es otro vector libre
u+v

que se obtiene graficamente, tomando repre-

sentantes de U v v con el mismo origen, y

trazando la diagonal del paralelogramo que de-
terminan. También se llama la resultante.

u
Definicion 5 La resta de los vectores libres ti(uy, ug) y U(vy,va) es otro vec-
tor libre definido por

la interpretacion grafica de la resta se muestra
en el dibujo. El vector resta «— ¢ es la diagonal
del paralelogramo construido con @ y —.
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Ejemplo 1.1. Dados dos vectores no dependientes u y v hallar 3-u+2v
Solucion:

3U
o

~

[]

—
Ejemplo 1.2. Expresar como combinacion lineal de los vectores AB = y
—

BC = v, los siguientes vectores:

a) BA b) AC ¢) DB
Solucion:
A i

a) BA=-AB = —i
b) AC=AB+BC=u+7
c) DB=DC+CB=2u— v
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Ejemplo 1.3.
Considera el hexagono regular de la figura. Expresar como combinacion lineal

ﬂ — ﬁr — L -
de los vectores AD = u y AC = v, los siguientes vectores:

— — —

a) BC b) AO c) AD

d) DO e) CD f) AE
Solucion:

C B

=

=7

AD =240 = —24 + 27

DO=-BC=i—7%

CD = CA+AD = —i+(—2i+27)
CD—=—2@+ @

f) AE = AD + DE = (—2d +27) — @

—

AE = —-3u+2v

=
s o s s s
"
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—

Ejercicio 1. Dados dos vectores no dependientes u y v hallar —2.-u—2-v

—
Ejercicio 2. Expresar como combinacion lineal de los vectores BC' = 4 v
——
C'D = v, los siguientes vectores:

'

=]

—_— B

A PAT) D

Ejercicio 3. Siendo M, N. P los puntos medios de los lados, expresar como
—

—
combinacion lineal de los vectores AM =« v AP = v, los siguientes vectores:

o) MB b) AB A
. .

¢) BC d) AN

e) PM ) MC
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1.3. Combinacion lineal de vectores. Base

En los ejercicios anteriores, basicamente hemos hecho dos cosas con los
vectores. Multiplicarlos por un niimero y sumarlos (restarlos). Esas dos op-
eraciones constituyen lo que se llama una combinacion lineal, bien de uno o
mas vectores.

Definicion 6

Decimos que el vector v es combinacion lineal del vector U si
existe un escalar o con

vV=o0-1u

también decimos que u y v son dependientes o proporcionales.
Siu y v no son dependientes decimos que son independientes.

Definicion 7

Decimos que el vector w es combinacion lineal de los vectores
u y v si existen escalares o y 3 con

wW=a-u+/3-v

Definicion 8 (Base)

Decimos que los vectores U y v forman una base en el plano R*

si son linealmente independientes. Esto significa que cualquier
vector w € R? se obtiene por combinacion lineal de G y V.
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2. Coordenada cartesianas

Tomando en el plano un punto cualquiera ) como origen de referencia
vamos a introducir coordenadas para trabajar con los vectores.

2.1. Base canodnica

De entre todas las bases elegimos la base candnica determinada por los

—

vectores i(1,0) y j(0. 1). Asi cualquier vector u(uy, us) se pude expresar como
(w1, ug) = uy - (1,0) +ug - (0,1)

u=1uy -1+ uy-j

Los nimeros w; y ug por este orden son . . .
las componentes del vector. s ;r ___________ U= uyi T uz2j
La magnitud o moédulo del vector :
u(uy, us) por el teorema de Pitdgoras cor- :
responde a | i U2
= |
| =/ u? + u3 J . N
O ? '1.!1?
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Ejemplo 2.1. Expresar los vectores del grafico en funcién de la base canénica
i(1,0) v j(0,1) y determinar el médulo de de los mismos.

Solucion:

A continuacién vamos a repasar los conceptos de dependencia, inde-

pendencia, bases vy combinacion lineal de vectores utilizando coorde-
nadas.
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Ejemplo 2.2. Comprobar que el vector w(4.8) es combinacién lineal del
vector u(1,2)

Solucion: Comprobamos si existe un escalar a con

(4,8) = a-(1,2)

[gualando componentes se tiene

14 = 1la BN
8 = 2a a—

Ejemplo 2.3. Dado el vector v(8, 12) hallar:

a) 3.V b) —2.v 9 =oF d) —5 ¥

Solucion:
a) 3-v=23-(8,12) = (24, 36)
b) —2-v=-2-(8,12) = (—16,—24)

1 _‘_1 o I I ¥
1 1 8
d) —— - v=—-(8.12)=(—-.—4
) 3 V=—5 @ 12)=(—5,—4
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Test.
1. Los vectores 1i(2.2) v v(3,3) son..”?
(a) Independientes (b) Dependientes
2. Los vectores 1(2,2) v v(3,4) son..?
(a) Independientes (b) Dependientes

Ejemplo 2.4. Dados los vectores u(2,1) y ( 1.3) hallar:

a) 3-u+2v b) —2 -G +3-v ¢) —U+2-V
Solucion:

a) 3-u+v=3-(2,1)+(—-1.3) = (5.6)

b) —2-d+3-v=-2-(2,1)+3-(-1,3)=(-7,1)

c) —di+2-v=—(2,1)+2-(-1,3) = (—4.5)

[]

Ejemplo 2.5. Comprobar que el vector w(4,7) es combinacion lineal de los
vectores u(2,1) y v(0.5).
Solucion: Comprobamos si (4.7) =a - (4.7) + 3-(0.5)

Igualando componentes se tiene
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Definicion 9 (Base)
Decimos que los vectores G(uy, ug) y v(vy, vo) forman una base
en el plano R? si son linealmente independientes. Esto signifi-
ca que cualquier vector W € R? se obtiene por combinacion
lineal de u(uy.,us) y v(vy, va).

Ejemplo 2.6. Comprobar que los vectores ti(2.1) y ¥(0,5) forman una base.

Solucion: Los dos vectores u(2,1) y v(0,5) forman una base, pues son inde-
pendientes ya que no hay ningin escalar « tal que t(2.1) = a - v(0,5).
Observa que las componentes no son proporcionales:

0 5
27 1

Ejemplo 2.7. jForman una base los vectores u(2,1) y v(4.2)?

Solucion: No forman una base, pues los vectores son dependientes, ya que:
v(4.2) =2-4d(2,1)

Otra forma es ver que las componentes son proporcionales:

2 1 :
1 — 5 — son dependientes
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Test. Responde a las cuestiones:

1. Los vectores 1(2.2) y ¥(3.3) forman una base en R?.

(a) Verdadero (b) Falso
2. Los vectores i(1,0) y ¥(2, 1) forman una base en RZ.
(a) Verdadero (b) Falso

Ejercicio 4. Expresar el vector w(5.2) como combinacion lineal de los vec-
tores t(1,2) y w(3, —2). Efectuar una representacién grafica.

Ejercicio 5. Dados los vectores u(1, —2) y w(2,3), hallar v con
w=2-u+3 vV

Ejercicio 6. Sean los vectores d(l,1) y w(—1,1). Comprobar que forman

una base.

Ejercicio 7. Sean los vectores u(2,a) v w(1, 1). Hallar los valores de a para
que formen una base.
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3. Producto escalar de vectores

3.1. Vectores ortogonales

Supongamos dos vectores @ v v en (figu-
ra). Diremos que son perpendiculares u
ortogonales si se satisface el teorema de
Pitagoras:

@ + |0]* = |@ - 7]

Aplicando la ecuacion, la condicién se transforma en

(uf +u3) + (v +v3) = (g — v1)* + (ug — v2)*
Simplificando términos comunes queda
(1 v1 + ugvg) =0

Asi la igualdad es valida si el producto cruzado es cero. Diremos que dos
vectores © v ¥ son ortogonales © L ¥ si

Ul <= ujvy +usve =0 (1)
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3.2. Producto escalar

Al producto anterior de las componentes de dos vectores le definimos como
producto escalar de dos vectores

‘ U(uy, ug) - U(vy,ve) = ug V1 + Ug Vg (2)

Cuando el producto escalar de dos vectores es cero, los vectores son ortog-
onales o perpendiculares.

Para hallar un vector perpendicular a #(uq,us) basta cambiar el orden y el
signo de una de las componentes.

t(uy,ug) - ¥(—uo,uy) = —uy ug +uguy =0
Asi,
(1,5) L (=5,1) (2,3) L (-3,2) (8,7) L (=7.8)
3.3. Mddulo de un vector

Observar que si multiplicamos escalarmente un vector o por si mismo se
obtiene el cuadrado de su modulo o longitud:
U- U =uj +u; = |u (3)

o dicho de otra forma, el moédulo de un vector es la raiz positiva de su producto
escalar
|| = Vi -u (4)
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3.4. Angulo de dos vectores

Del teorema del coseno en un triangulo se tiene

@ — 7|2 = |@2 + |72 — 2d||7] cosa (5)

donde « es el angulo determinado por @ y .

@ — T2 =(d — ) - (€ — )
=U-U—2uU-UV+TU-0
=|a|* — 2 - ¥ + |5

Por otra parte, igualando las ecuaciones anteriores se tiene

—

- U= |ul - |7| cosa (6)

que nos da una segunda definicion del producto escalar. Por ello se obtiene
que el angulo ¢ de dos vectores « y v viene dado por

— @ —3

U - v
cos(u, ¥) = - (7)

7
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Ejemplo 3.1. Determinar el angulo de los vectores de RQ, = (2,1)yv=
(0,1).
Solucion: Tenemos:
(2,1)-(0,1) 1
(2, 1)]cot |(0,1)]  V6V1

cos(u, V) =

y de esto bastaria hallar
1

a = /(u,v) = arcos —

V6

Ejercicio 8. Dados los vectores @ = (2, —3) y v = (6, —1) hallar:
1. los médulos de w y v.
2. El producto escalar de u y v
3. El coseno del angulo que forman.
4. Hallar m para que el vector @(m,2) sea ortogonal a o
Ejercicio 9. Hallar todos los vectores w perpendiculares a t(uy,us) v con

el mismo modulo.

—

Ejercicio 10. Dados los vectores u(—4,6) v v(5,m). Hallar m para que:

a) Sean dependientes

b) Sean perpendiculares
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1. Producto escalar de vectores

1.1. Teorema de Pitiagoras
La longitud de un vector @ =

, -

(u1,u2) en el plano, que repre- u( uz)

sentaremos por ||i||, en dos dimen- Mot |

siones es la hipotenusa del triangu- i

lo rectangulo v se halla por el teo- i

rema de Pitdgoras, L
il = 3 + 3 !

4 En el espacio tridimensional el vec-
tor @ = (uq,us2,us) es la diagonal
OB de una caja y su longitud se
halla aplicando dos veces el teore-
ma de Pitagoras. Primero se calcu-

la la longitud de ch’._

—
I0A|I* = ui + u3

—
OA forma un dngulo recto con el lado vertical AB(0,0,u3), de modo
que recurrimos otra vez a Pitagoras. La hipotenusa del triangulo OAFB es la
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longitud ||i]| que buscamos y estd dada por
@[> = [|OA|? + ||AB|]? = u3 + 3 + 3 (1)

Para un vector de n dimensiones i = (uy, s, --- .1y ), la longitud o norma
de un vector de R" es la raiz cuadrada positiva de

(] = \/u2 +ud + -+ 2 2)

Ejemplo 1.1. Hallar la norma de los vectores

i=(1.1,1) 7= (0,2,0)

Solucidgn: De la expresion anterior
@)l =vV1IZ2+12+12=V3
17]| = /02 + 22 +02 =2
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1.2. Vectores ortogonales

Supongamos dos vectores @ v ¥ en ‘
(figura). Diremos que son perpen-

=}

diculares u ortogonales si se sat- -7
isface el teorema de Pitagoras:
12 2 a2 .
|a]|” + |[7]]" = |[@ — 7] y
—_—
u
Aplicando la ecuacion, la condicion se transforma en
(ui +us +---+uy) +ei+vi+---+v)= (3)
— (ur— 02 - (i — ) (4)

El segundo miembro es
(uf +uz +---+up) —2uy vy + -+ Uy vy) + (V7 + 03 + - +v7)

Asi la ignaldad es valida s1 el producto cruzado es cero. Diremos que dos
vectores 4 v ¥ son ortogonales @ L ¥ =i

‘ il e uv+ -+, = D[ (5)

De la ecuacion anterior nos interesa el miembro izquierdo, que definimos como
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producto escalar de dos vectores

i-U=uU1v + -+ Up Un {E]

1.3. Norma de un vector

Observar que si multiplicamos escalarmente un vector 4 por sl mismo se
obtiene el cuadrado de su norma o longitud:

@-i=us4+us+---4+us =|dl|? (7)

o dicho de otra forma, la norma de un vector es la raiz positiva de su producto

escalar
]| = Vi -d (8)

1.4. Angulo de dos vectores

Del teorema del coseno se tiene

|7 — @] |* = ||7]]* + [|a@]|* — 2]|7]| ||E]| cos® (9)
donde @ es el Angulo determinado por 4 v 7.
Por otra parte
(¥ — @) (7 — @) = o0 — 200 + wii = ||7]|* — 274 + ||d]]? (10)
Igualando las ecuaciones anteriores se tiene

-7 = ||| ||7]| cos & (11)
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que nos da una segunda definicion del producto escalar. Por ello se obtiene
que el angulo # de dos vectores @ v ¥ viene dado por

u-v

— 12]
TEIIG] {

cos(il, T) =

Ejemplo 1.2. Determinar el dngulo de los vectores de R, i = (2,1,-1) v
=(0,1,3).
Solucion: Tenemos:
(2,1,-1)-(0,1,3) -2
12,1, =D)[11[(0,1,3)]] 610

cos(i, ) =

v de esto bastaria hallar

Ejercicio 1. Dados los vectores ii = (2, —3,5) y ¥ = (6, —1,0) hallar:
1. los madulos de i v v.

El producto escalar de @ v ©

2.
3. El coseno del angulo que forman.
4.

Hallar m para que el vector w(m. 2,3) sea ortogonal a i
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Ejercicio 2. Responder a las siguientes cuestiones:
a) Sean u v U dos vectores tales que,

]| =9 (i + ©).(@ — T) =17
calcular la norma del vector ©.

b) ;Es posible que el producto escalar de dos vectores del espacio sea cero,
sin que ninguno de ellos sea el vector nulo?

¢) Dados los vectores @i = (1,2,3) v © = (4,5,6) determina el médulo de
los vectores 4 + v y v — 1.

d) Sila norma del vector ||i|| = 2, jcudl es la norma del vector 3 @?

e) A partir del vector i = (1,1, 1), encuentra un vector unitario con la
misma dirececion de .
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2. Producto vectorial de dos vectores

El producto vectorial de dos vectores en el espacio R® tiene su origen en
la. biisqueda de un vector ortogonal a dos vectores i(uy, s, uz) Vv ¥(vy. Ve, U3).
Designaremos el producto vectorial por @ A ¥ v su expresion corresponde a:

-, = Uz U3 uyp Uz Uy U2
UNAV = y — . (13]
ta Vg | "M T3 | | Iy 19
Esta expresion es mas comoda usando una notacion de determinante, si bien
no es un determinante.

—_— —
A AV
t j k
—k — —_
UAV=| u1 Uz U3 v
™ [0 '3
—
[

2.1. Propiedades del producto vectorial
1. El producto vectorial 4 A ¥ es un vector ortogonal a @ v a v,

2. La norma del producto vectorial es:

|@ A ]| = ||]] ||7]| sen 8] (14)
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2.2. Area de un paralelogramo

Sean AB v AD dos representantes de i v ¥ con origen en A. Se forma un

paralelogramo como en la fisura.

Area del paralelogramo || u h;’*”
— —_—
ABCD = ||AB|| - || DH]| D C
Como — /|
- — - 4 :
|DH|| = ||AD|| - sen® |
Area = ||AB||||AD)| - sen * ¢ 4
A H
Area ABCD = ||AB A AD|| = ||@ A T (15)
Ejemplo 2.1. Hallar el producto vectorial de @ = (1,1,—-1) v ¥ = (2,1, 2).
Solucidn:
i 7k L
int=|1 1 -1 |=3i—-47—-1k=(3,—-4,-1)
2 1 2
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Ejemplo 2.2. Dados los vectores i = (3,1,—1) v ¥ = (2,3,4) , hallar:

a) El producto vectorial de @ y v

b) Un vector ortogonal a 4 v v

¢) El area de paralelogramo que tiene por lados los vectores @ v ¥

Solucidn:
i j k B

a) dAtT=|3 1 —1|=Ti—147+Tk=(7,—-14,7).
2 3 4

b) Un vector ortogonal a 4 v ¥ es el producto vectorial calculado.

c) El darea del paralelogramo determinado por @ ¥ v viene dado por la
norma del producto vectorial, Iuego

area = ||[TAT]| = VT2 + 142 + 72 = TV6

Ejercicio 3. Responder a las signientes cuestiones:
a) Siendo u(1,2,1) v ©(1,0,2), comprobar que el producto vectorial de
UAT=—T AU
b) ;Cial es el producto vectorial de dos vectores linealmente dependientes?

¢) Los vectores i v ¥ cumplen ||d|| = 5 y ||7]| = 2, v ademds @ - 7 = 10.
Calcula u A v.
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3. Producto mixto

La mezela de los productos va vistos, producto escalar v producto vecto-
rial, nos conduce al producto mixto de tres vectores. Dados tres vectores i,
Uy w, se define su producto mixto, como

(i, §,10] = i - (¥ A W) (16)

3.1. Expresion analitica

Sean los tres vectores de R°. i = (U1, u2,u3), T = (v1,v2,v3) vy @ =
(wy, we, w3 ), aplicando las expresiones del producto escalar y vectorial obten-

EIN0s:
— b Ua U3 (] U3 (| (ha )
@, U, 0] = (uy,us,uz)- »
'lL'g (i 3 T 1 (i 3 T 1 'lL'g
Vg Vg vy V3 vy Vg
= — U2 + U3
wqe W3 wy  Wsy wy  We

Que corresponde al desarrollo de un determinante formado por los tres vee-
tores, luego de forma comoda, el producto mixto se puede escribir

1 U Uz
[_!T.. _F, ' _F] = ™ Ua '3 {1?]
wy 1ws W3
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3.2, Interpretacion geométrica.

Tomando los tres vectores i, ¥ v w, por traslacion se puede construir un
paralelepipedo con volumen V' = S h, siendo S la superficie de la base v i la
altura.

;‘h—v" E; i 1;} se tiene que la superficie de la
S = ||@Ad|
0 v en la figura se aprecia que la altura
i h = ||| cos
1|‘1 Luego
i V =||indl||-||d]| - cos a
- =10 - (U A T)
u = [, 7, ]|

Por tanto volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vec-

tores, (en valor absoluto, pues el determinante puede ser negativo y el volu-
men se toma positivo).

V = |[@, 7, @




Seccion 3: Producto mixto 14

Test. Sean i, 7 dos vectores de R® v o € R un niimero real. Tiene sentido la
expresion
o+ (T A7)

(a) Verdadero (b) Falso

[nicio del Test Indicar si las sipuientes expresiones entre productos de vectores
corresponden a un vector, un nimero o no tienen sentido:

1. - (¥ - ) Vector Niimero Nada
2. i+ (U-w) Vector Niimero Nada
3. @+ (VA W) Vector Niimero Nada
4. (- 7) + (7 A @) Vector Niimero Nada
5. (LA D) - (TAW) Vector Niimero Nada
G. i - (T + 3 ) Vector Niimero Nada
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