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Introduccion.

El presente informe, se desarrolla en el contexto de la Catedra “Didactica de
las Formas Planas y Volumétricas” correspondiente al plan de formacion de
Magister en Did4ctica de las Mateméticas que Imparte la Universidad Catélica del

Maule.

Se presentan los elementos secundarios del triangulo: bisectriz, mediatriz,
mediana, transversal de gravedad y altura. Ante cada elemento del triangulo se
presenta una breve definicibn, acompafada del desarrollo manual con regla y

compas de cada construccién.

Posteriormente, se analiza cada elemento antes sefialado, por medio de
sus propiedades y caracteristicas utilizando figuras de apoyo elaboradas con el
software de uso libre denominado C.A.R. Regla 'y Compas.



Bisectrices.

La bisectriz es el rayo que dimidia cada angulo interior de un triangulo. Por lo
tanto divide cada angulo interior en dos angulos de igual medida.
Las 3 bisectrices se intersectan en un punto denominado incentro qué a su vez

permite inscribir una circunferencia en el interior del triangulo.

Demostracion.

Figura 1

Dados tres puntos no colineales en el plano P, a los cuales denominaremos A, B
y C en sentido levégiro, trazaremos el triangulo ABC uniendo dichos puntos;
dando origen a un triangulo de vértices A, B, Cy cuyos lados se corresponden con
los segmentos AB , BCy CA .

Se traza un rayo con origen en el punto A de tal forma que dimidie el angulo CAB,;
del mismo modo se traza un rayo con origen en el punto B de forma que dimidie el

angulo ABC. Ambos rayos se intersectan en un punto D.



El punto D pertenece a la bisectriz de CAB, por lo tanto se encuentra equidistante
de los lados AB y CA , por lo que al trazar segmentos perpendiculares desde D a
cada uno de estos lados, ambos tendran la misma medida: DE = FD .

De forma analoga, sabemos que el punto D pertenece a la bisectriz del angulo
CAB por tanto se encuentra equidistante de los lados AB y BC; por lo tanto al

trazar una perpendicular al lado BC desde el punto D tendremos: DE = FD = ED.
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Figura 2

Luego, como el punto D esta a la misma distancia del lado BC y del lado CA
sabemos que forma parte de la bisectriz del angulo BCA.
Ademdas, como el punto D se encuentra equidistante de los tres lados del triangulo,

es el centro de la circunferencia inscrita en él.



Mediatrices o Simetrales

Corresponden a las rectas perpendiculares a cada lado de un triangulo pasando
por su punto medio.
Las mediatrices se cortan en un punto denominado circuncentro, que es el centro

de la circunferencia que pasa por los tres vértices del triangulo.

Demostracion

Figura 3

Dados tres puntos no colineales en el plano P, a los cuales denominaremos A, B
y C en sentido levégiro, trazaremos el triangulo ABC uniendo dichos puntos;
dando origen al tridngulo de vértices A, B, C y cuyos lados se corresponden con
los segmentos AB , BCy CA .

Ubicamos los puntos D, E y F puntos medios de cada lado. @ Trazamos las
mediatrices L1 perpendicular al lado BC pasando por E y L2 perpendicular al lado

CA pasando por F. Ambas mediatrices se cortan en el punto G.



EL punto G forma parte de L1 por lo que se encuentra equidistante de los vértices

By C (GB = CG) , pero también pertenece a L2 por lo que se encuentra

equidistante de los vértices Ay C; entonces tenemos que GB =CG = AG.
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Figura 4

Luego, el punto G, al encontrarse equidistante de los puntos Ay B pertenece a la
mediatriz del lado AB trazada como L3.

Ademas como sabemos que G se encuentra equidistante de A, By C; por lo tanto
es el centro de la circunferencia en que se inscribe el triangulo ya que pasa por los

tres vértices de este.



Medianas

Son los segmentos que unen los puntos medios de los lados de dos en dos.
Las medianas dan origen a 4 triangulos congruentes al interior del triangulo

original y que se encuentran en proporcion 1 es a 2 respecto a este.

Demostracion
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Figura 5.
Dados tres puntos no colineales en el plano P, a los cuales denominaremos A, B
y C en sentido levégiro, trazaremos el triangulo ABC uniendo dichos puntos;
dando origen al triangulo de vértices A, B, C y cuyos lados se corresponden con
los segmentos AB , BCy CA .
Ubicamos los puntos D, E y F puntos medios de cada lado. Uniendo los puntos

medios encontramos las medianas en los segmentos DE , EF y FD.



Trazamos L1 perpendicular al lado AB pasando por el punto F. Luego trazamos
L2 perpendicular a L1pasando por el punto C. Por lo tanto L2 es paralela al lado
AB.

Luego, los triangulos AGF y FCH son congruentes por criterio ALA: <GAF=<FCH

ya que son alternos internos, segmento AF = FC ya que F punto medio de AC y
<GFA=<CFH opuestos por el vértice. Por lo tanto HF = FG y punto F equidistante
de segmento AB y L2.

Andlogamente se puede demostrar que el punto E se encuentra equidistante de
segmento AB y L2. Por lo tanto el segmento EF \\ AB.

De la misma forma podemos demostrar que cada mediana es paralela a uno de
los lados del triangulo: FD \\ BC y DE \\ CA.

De esta forma, tenemos el paralelogramo DBEF con lo podemos determinar que
FE = DB y por lo tanto corresponde a ¥ de AB.

Con el mismo procedimiento anterior demostramos que DE corresponde a ¥ de
CAy FD corresponde a %2 de BC. Ademas <DEF = <FAD por lo tanto el triangulo
DEF cumple criterios de semejanza LLL con el triangulo original en proporcion 1
esa?2.

Ademas, en los triangulos ADF y DEF tenemos: FD lado comln, AD = EF y AF =
DE, por estructura del paralelogramo, por lo tanto son congruentes por criterio LLL.
Del mismo modo podemos demostrar que los cuatro triangulos que se obtienen al

trazar las medianas son congruentes entre si y estan en razon 1:2 respecto al

triangulo original.



Transversal de gravedad

Segmento que une un vértice del triangulo con el punto medio del lado opuesto a
este. En un triangulo se pueden trazar tres transversales de gravedad, que se
intersectan en un punto denominado baricentro o centro de gravedad.

Demostracion.

Figura 6

Dados tres puntos no colineales en el plano P, a los cuales denominaremos A, B
y C en sentido levégiro, trazaremos el triangulo ABC uniendo dichos puntos;
dando origen al triangulo de vértices A, B, C y cuyos lados se corresponden con
los segmentos AB , BCy CA .

Ubicamos los puntos D, E y F puntos medios de cada lado. Luego trazamos las
transversales de gravedad AE y BF las que se intersectaran en el punto G.
Luego, <AGB opuesto por el vértice con <FGE, <EAB = <AEF alternos internos y
<ABF = <EFB alternos internos; por lo tanto el triangulo GEF vy el triangulo ABG
son semejantes por criterio AAA 'y estan en proporcion 1 es a 2 ya que segmento

FE corresponde a %2 de AB. Entonces EG esta en proporcién 1 es 2 con GA.
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Figura 7
Utilizando el mismo razonamiento anterior, podemos ver que la transversal de
gravedad CD se intersecta con AE en un punto H. Los triangulos DEH y AHC son

semejantes y estan enrazén 1 es a 2. Por lo tanto EH esta en proporcion 1 es 2

con HA.
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Figura 8

Entonces el punto G (Figura 6) y el Punto H (Figura 7) son el mismo punto y las

tres transversales de gravedad pasan por él.



Alturas

Corresponden a los segmentos perpendiculares a los lados del triangulo o a su
prolongacion que se encuentran con el vértice opuesto. Las tres alturas se
intersectan en un punto denominado ortocentro.

Demostracion

Figura 9

Dados tres puntos no colineales en el plano P, a los cuales denominaremos A, B
y C en sentido levogiro, trazamos el triangulo ABC uniendo dichos puntos; dando

origen al triangulo de vértices A, B, C cuyos lados se corresponden con los
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segmentos AB , BC y CA . Trazando las alturas DA y EB, encontramos que se
intersectan en el punto F. Ademas obtenemos los triangulos rectangulos ABD y
ABE con hipotenusa AB en comin. Por tanto al ubicar el punto G, punto medio de
este segmento, podemos trazar una circunferencia que pasa por los puntos A, B,
DyE.

Donde <DEB = <DAB , <EAD =<EBD y <ABE = <ADE , ya que comparten el
mismo arco de la circunferencia. Se designan como a, B y y para facilitar su
analisis.

Ademas sabemos por el triangulo ABD que a + B + y = 90° , ya que mas el
angulo recto del triangulo sumaréan los 180° correspondientes a la suma de

angulos interiores de un triangulo.

Figura 10
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Por otra parte, podemos trazar el rayo CF que intersectara a lado 4B en el punto
H, dando origen a los triangulos rectangulos FDC y FCE. Dichos triangulos
comparten la hipotenusa por lo que al ubicar el punto | punto medio de esta y
trazar la circunferencia que pasa por los puntos F, D, C y E. Esto permite
determinar que el angulo <FCE = <FDE ya que comparten arco.

Por lo tanto, al observar el triAngulo AHC y sabiendo que a + B + y = 90° el angulo
<CHA debe medir 90° por lo que el segmento CH es la tercera altura del triangulo

ABC.
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Conclusioén.

Estudiar los elementos secundarios del triangulo resulta un ejercicio de gran
valor para identificar las propiedades de la figura en general y de las relaciones
gue se dan en ella. Ademas, motiva al estudiante a desarrollar justificaciones
basadas en la articulacion diferentes conceptos geométricos y por tanto obliga a
revisar o reestudiar las propiedades de los diversos elementos de la geometria

plana, transformando cada demostracion en un grato desafio.

Finalmente, como docente se asume que el desafio que tenemos no radica
solo en conocer y transmitir conceptos, sino en comprenderlos a cabalidad para
desde esta perspectiva generar situaciones en que nuestros estudiantes puedan

reconstruir cada nocibn geométrica con sentido 'y profundidad.
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