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Resumen

Este trabajo se enmarca en una investigacion mas amplia sobre el pensamiento funcional de los
estudiantes de educacion primaria en Espafia. Presentamos parte de los resultados de un estudio
exploratorio desarrollado con estudiantes de primer curso (seis-siete afios). Mostramos los
sistemas de representacion y las estrategias que utilizan los estudiantes en la realizaciéon de una
tarea que involucra la relacion funcional f(x)=5x. Los resultados evidencian una variedad de
estrategias empleadas por los estudiantes que incluyen la identificacion de diferentes relaciones
funcionales (adecuadas o no a la tarea) y la utilizacion de distintos sistemas de representacion, con
predominio del pictorico.

Palabras clave: estrategias, pensamiento funcional, relaciones funcionales, sistemas de
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Abstract

This work is developed within a wider investigation about Spanish elementary students” functional
thinking. We present part of the results of an exploratory study developed with students of year 1
(six -seven years old). We show the representation systems and strategies used by the students when
solving a task which involves the functional relationship f(x)=5x. The results evidence a variety of
strategies used by the students that includes the identification of different functional relationships
(adequate or not to the task) and the used of distinct representation systems, with predominance of
the pictorial one.

Keywords: functional relationships, functional thinking, strategies, representation systems.

INTRODUCCION Y ANTECEDENTES

Desde la propuesta curricular early algebra recomiendan introducir el pensamiento algebraico en
educacion primaria e incluso en educacion infantil, aprovechando diferentes contenidos curriculares
previos a la educacidn secundaria (e.g., Brizuela, Blanton, Sawrey, Newman-Owens y Gardiner,
2015; Kaput, 2008; Molina, 2009). No se trata de adelantar de curso los contenidos que actualmente
se trabajan en educacion secundaria, si no de dar un enfoque diferente a los contenidos que ya
existen o incluso incluir nuevos contenidos que faciliten la aproximacion de los estudiantes al
algebra. Uno de los enfoques para introducir el pensamiento algebraico en educacion primaria es el
pensamiento funcional. Dentro de este enfoque, Usiskin (1999) propone que el algebra acompafie a
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los contenidos de educacion infantil y primaria con conceptos algebraicos que relacionen los
valores de dos variables, para que los nifios puedan establecer relaciones funcionales de forma
intuitiva.

Los estudiantes de educacién primaria son capaces de identificar relaciones funcionales entre dos
variables, representar esas relaciones de diferentes formas (incluyendo el simbolismo algebraico),
generalizar relaciones entre dos variables y utilizar relaciones funcionales para interpretar
problemas (e.g., Brizuela y Earnest, 2008; Cafiadas, Brizuela y Blanton, en revision; Carraher,
Schliemann, Brizuela y Earnest, 2006; Merino, Cafiadas y Molina, 2013a, 2013b). A nivel
internacional, los investigadores abordan el pensamiento funcional en educacion primaria a través
de tareas que involucran relaciones funcionales lineales. Blanton y Kaput (2004) muestran coémo los
nifios descubrieron, gradualmente, propiedades en la relacion, como la paridad, la relacion aditiva o
multiplicativa entre las variables. Finalmente, los nifios llegaron a introducir el simbolismo
algebraico en sus respuestas.

En un proyecto de investigacion de Estados Unidos se indaga sobre el pensamiento funcional de los
estudiantes de los dos ultimos cursos de educacion infantil y dos primeros cursos de educacion
primaria. Con la informacion recogida en diferentes centros, se logran resultados sobre las
estrategias, los sistemas de representacién y las relaciones funcionales que usan los estudiantes en la
resolucién de tareas. Brizuela et al. (2015) llegan a introducir el simbolismo algebraico en primero
de educacion primaria, con la intencién de indagar si utilizan letras para expresar la generalizacion a
partir de la introduccion de parejas de datos en una tabla. Algunos de los errores identificados
apuntan a la conexién que establecen los estudiantes entre las letras y el orden de las mismas dentro
del abecedario. Los estudiantes evidencian su comprension de las letras como variables, pero no
desechan el uso de valores especificos para cada una de las situaciones planteadas. Cafiadas et al.
(en revision) analizan la correlacion que establecen estudiantes de segundo de educacién primaria al
trabajar con situaciones que involucran funciones lineales. Entre los resultados, destacan las
diferentes estrategias utilizadas para relacionar las dos variables. Por ejemplo, hay nifios que
utilizan el doble como la suma de un nimero consigo mismo y otros que utilizan la suma de dos en
dos (con base en la relacion de recursividad, que les dificulta llegar a la generalizacion). Las autoras
destacan la capacidad de los estudiantes para cambiar del contexto presentado en la situacion al
matematico, y viceversa.

A pesar de las repercusiones positivas que parece tener el pensamiento funcional en los nifios de
educacion primaria, en Espafia existe una necesidad de investigaciones que lo aborden (Fuentes,
2014; Merino, et al, 2013a, 2013b). Nuestro problema de investigacion surge del interés por
potenciar el pensamiento algebraico a través de la introduccion del pensamiento funcional en
edades tempranas. En este trabajo indagamos sobre las relaciones funcionales que establecen los
estudiantes de primer curso de educacion primaria, las estrategias que usan para resolver tares que
involucran estas relaciones y los sistemas de representacion que emplean.

MARCO CONCEPTUAL

El pensamiento funcional es una actividad cognitiva de las personas que se pone de manifiesto al
construir, describir y razonar con y sobre las funciones (Blanton, Levi, Crites y Dougherty, 2011) y
esta construida por tdpicos, procedimientos y relaciones que conciernen a las funciones (Rico,
2006). El pensamiento funcional aborda las ideas de cambio, relaciones entre esos cambios, y
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utilizar esas relaciones para resolver problemas (Warren y Cooper, 2005). Este tipo de pensamiento
tiene por objeto establecer relaciones de dependencia entre dos 0 mas conjuntos de datos que estan
inmersos en una situacion cotidiana para el estudiante. EI pensamiento funcional demanda descubrir
otras parejas de datos involucradas en esa situacion y la generalizacién de la relacién que se
establece entre esos conjuntos de datos.

El simbolismo algebraico es fundamental en temas relacionados con las funciones. Sin embargo, los
investigadores sobre el pensamiento funcional consideran que dicho pensamiento incluye, pero no
restringe, el pensamiento con notacion algebraica, y se puede incorporar, ademas, el uso del
lenguaje natural (oral y escrito), las tablas y los graficos (e.g., Radford, 2011). La utilizacién del
sistema de representacién verbal u otros como el pictérico resultan claves para el trabajo con
estudiantes de los primeros niveles educativos.

Podemos identificar el pensamiento funcional cuando el nifio hace explicita la relacion entre las
variables o entre los conjuntos, y con esa relacion puede abstraer el razonamiento hacia una regla
general o generalizacion. Esta regla puede ser descubierta a través de un proceso inductivo
(Canadas, Castro y Castro, 2008) donde, a través de la recursividad, se llega a la generalizacion.
Para llegar a la generalizacion es necesario ir mas alla de una relacion recurrente entre los valores
de una variable.

OBJETIVOS DE INVESTIGACION

En este trabajo abordamos los siguientes objetivos de investigacion, relacionados con el
pensamiento funcional.

o Identificar y describir estrategias que utilizan los estudiantes de primero de educacion
primaria en la resolucion de tareas que involucran relaciones funcionales lineales.

e Describir los sistemas de representacion que utilizan los estudiantes de primero de
educacién primaria en la resolucion de tareas que involucran relaciones funcionales lineales.

METODO

Este trabajo es de tipo exploratorio y descriptivo (Hernandez, Ferndndez y Baptista, 2010). Se trata
de un estudio transversal realizado con una muestra intencional de 32 estudiantes de primero de
educacion primaria (seis-siete afios). Estos nifios asistian a un centro concertado de Granada
(Espafia) y no habian trabajado previamente los contenidos ni el tipo de tareas previstos para esta
investigacion. En particular, no habian trabajado la multiplicacién. Si habian abordado la
identificacion de patrones geométricos, conteos de uno en uno y de dos en dos con su maestra, sin
asociarlos a ningun contexto.

Las autoras recogimos la informacion analizada en este trabajo en una sesion de clase a través de
una prueba individual escrita. En la prueba hay una situacion descrita, que también explicamos
oralmente. Esta situacion involucra una relacion funcional lineal con dos variables y con dominio
los nimeros naturales. La relacion se establece entre ndmero de nifios y ndmero de globos que
deben comprarse para una fiesta de cumpleafios: 5 globos para cada nifio (la funcién involucrada es
f(x)=5x). Las variables de tarea para los apartados de la tarea son: (a) tamafio de los ndmeros
implicados, (b) sistemas de representacion empleados en el enunciado, (c) sistemas de
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representacion en el que se les pedia la respuesta y (d) preguntas sobre casos particulares
consecutivos 0 No consecutivos.

En primer lugar comentamos en gran grupo los casos particulares de 1 y 2 nifios y el namero de
globos que necesitan. A continuacion presentamos los apartados que los alumnos debian contestar
en la prueba yexplicar lo mejor posible.

e A ;Cuantos globos tenemos que comprar siasisten 3 nifios a la fiesta de cumpleafios?
e B. ;Cuantos globos tenemos que comprar siasisten 4 nifios a la fiesta de cumpleafios?
e C. (Cuantos globos tenemos que comprar siasisten 5 nifios a la fiesta de cumpleafios?
e D. ;Cuantos globostenemos que comprar siasisten 8 nifios a la fiesta de cumpleafios?
e E. ;Cuantos globos tenemos que comprar siasisten 10 nifios a la fiesta de cumpleafios?
e F. ;Cuantos globos tenemos que comprar siasisten 20 nifios a la fiesta de cumpleafios?

e G. Explicale a la mama de Lola cuantos globos tiene que comprar si asisten 100 nifios a la
fiesta de cumplearios.

Con base en la teoria fundamentada (Corbin y Strauss, 1990) y nuestros objetivos de investigacion,
realizamos varias revisiones de datos y elaboramos diferentes categorias hasta llegar a las categorias
definitivas para analizar la informacion: (a) responde (si/no), (b) correccidn (si/no), (c) sistemas de
representacion (simbolico, pictorico, verbal, tabular, etc.) y (d) estrategias (conteo de dibujos,
respuesta directa, asociacién de elementos en grupos, cambia el nimero de nifios en la relacion u
otra estrategia). Los valores correspondientes a sistemas de representacion no son disjuntos, pues
los estudiantes podian emplear varios en un mismo apartado.

ANALISIS DE DATOS Y RESULTADOS

En este apartado describimos el trabajo de los estudiantes en cada apartado de la tarea. En las tablas
1y 2 recogemos el resumen de resultados del nimero de estudiantes para cada una de las categorias
descritas. En la tabla 1 recogemos la informacion relativa a la respuesta, su correccion y los
sistemas de representacion que emplean los estudiantes en cada apartado.

Tabla 1. Respuestas y sistemas de representacion

Sistema de representacion

Simbdlico
Responden Responden correctamente Pictdrico N 0 Verbal

Apartado A

32 10 14 20 3 3
Apartado B

32 10 14 20 3 3
Apartado C

30 7 16 15 2 3
Apartado D

30 4 16 15 2 3
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Tabla 1. Respuestas y sistemas de representacion

Sistema de representacion

Simbdlico
Responden Responden correctamente Pictdrico N 0 Verbal

Apartado E

29 3 16 14 2 3
Apartado F

28 0 14 13 2 4
Apartado G

22 1 2 11 1 19

Nota. N = numérico; O = operaciones.

Como se observa en la tabla 1, en los primeros apartados (casos particulares consecutivos), casi la
totalidad de los estudiantes contestan (A, B, C). En apartados relativos a casos particulares no
consecutivos (D, E, F), observamos que el nimero de estudiantes que responden cada apartado va
disminuyendo, llegando a 22 en el apartado G, sobre la generalizacion de la relacion.

En todos los apartados, el nimero de estudiantes que contestan correctamente es menor a un tercio.
Ese numero también va disminuyendo segun avanzamos en los apartados, conforme aumenta el
nivel de complejidad. En los dos primeros apartados, 10 estudiantes contestan correctamente, pero
esta cifra decae progresivamente hasta llegar a ningan y un estudiante en los apartados F y G,
respectivamente.

Los estudiantes utilizaron varios sistemas de representacién simultaneamente en todos los
apartados. Alrededor de la mitad de los estudiantes realizaron dibujos (sistema de representacion
pictorico) en todos los apartados menos en el G. La mayoria de estos estudiantes combinaron los
dibujos con ndmeros en sus respuestas (sistemas de representacion pictorico y numerico). Por otro
lado, dos o tres estudiantes utilizaron operaciones para dar respuesta a todos los apartados de la
tarea. Tres o cuatro estudiantes dieron su respuesta verbalmente a todos los apartados excepto el G.
En el dltimo apartado de la tarea aumenta significativamente el ndmero de estudiantes que
responden verbalmente (19) ya que en él se pidié que explicaran su respuesta. De ahi también el
bajo numero de estudiantes que utilizan el sistema de representacidn pictorico (2).

Encuanto a las estrategias utilizadas, identificamos tres: (a) conteo de dibujos, (b) respuesta directa
y (c) asociacion de elementos en grupos de cinco. A continuacion describimos cada estrategia y
diferentes formas de emplearlas.

Conteo de dibujos. Hacen dibujos de globos y los cuentan.

e Relacion 1-5. Dibujan cinco globos por cada nifio.

¢ Sinrelacion. Dibujan globos pero no hayrelacién entre estos yel nimero de nifios dado.
Respuesta directa. Presentan un numero de globos como respuesta, sin explicaciones.

e Relacién 1-5. EInimero de globos es cinco veces el nimero de nifios.

e Relacion 1-1. EI nimero de globos coincide con el nimero de nifios.
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e Relacion n+5. EI nimero de globos es igual al nmero de nifios mas cinco.
e Sinrelacion. EInumero de globos no tiene relacion aparente con el nimero de nifios dado.
Asociacion de elementos en grupos. Presentan varios grupos de globos.

e Todos los grupos correctos. Hacen grupos de cinco globos o con nimeros cinco y todos los
grupos tienen cinco elementos.

e Algunos incorrectos. Hacen grupos de cinco globos y algunos de los grupos tienen mas o
menos de cinco elementos.

Cambia el numero de nifios de la relacion. Responden considerando un nimero de nifios diferente
al dado.

Otra estrategia. Hay una estrategia diferente de las anteriores que no ayuda a responder el apartado.

En latabla 2 presentamos el nimero de estudiantes que utilizé cada una de las estrategias descritas.

Tabla 2. Estrategias

Asociacionen

Conteo de dibujos Respuesta directa grupos
R R R R R
1-5 1-1 SR 1-5 1-1 nt5 SR TC Al CNNR OE
Apartado A
5 3 4 4 1 3 8 3 0 0 1
Apartado B
3 4 3 4 1 1 9 4 0 2 1
Apartado C
1 10 1 2 1 1 9 3 0 1 1
Apartado D
1 10 1 1 1 1 10 3 0 2 1
Apartado E
1 10 1 1 1 1 9 2 0 3 1
Apartado F
0 5 6 0 1 1 9 1 1 3 1
Apartado G
0 0 2 0 12 2 5 1 0 0 0

Nota. R 1-5 = relacion 1-5; R 1-1 = relacién 1-1; R n+5 = relacidon n+5; SR = sin relacién; TC =
todos correctos; Al = algunos incorrectos; CNNR = cambia el nimero de nifios de la relacion; OE =
otra estrategia.

En la tabla 2 se observa que entre 10 y 12 estudiantes dibujaron los globos y los contaron en cada
apartado. Entre 12 y 19 estudiantes dieron una respuesta directa a cada apartado. ElI nimero de
estudiantes que contaron los globos siempre fue menor o igual al nUmero de estudiantes que
respondieron directamente en todos los apartados. La asociacion en grupos la utilizaron entre uno y
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tres nifios segun el apartado, siendo la estrategia empleada con menor frecuencia en todos los
apartados.

Identificamos la relacion 1-1 en nueve y siete estudiantes en los apartados A y B, respectivamente.
Hasta 11 estudiantes utilizan la relacién 1-1 en tres apartados (C, D y E). Hasta 10 estudiantes no
identificaron relacion en un apartado. La mayoria de estudiantes que no identifican la relacion se
corresponden con respuestas directas.

Hasta cuatro estudiantes asociaron los globos en grupos en un apartado (el B). Tres estudiantes
utilizaron esta estrategia en todos los apartados. Hay un estudiante que establece grupos y considera
alguno de ellos con el tamafio incorrecto, dando una respuesta erronea.

Observamos que cambiar el nimero de nifios invitados a la fiesta se vuelve mas comin cuando los
casos particulares no son consecutivos. Algunos estudiantes contindan la secuencia segun un patron,
sintener encuenta la relacion establecida con el nimero de nifos.

Un estudiante evidencia otra estrategia que no le permite resolver los apartados correctamente. En
la figura 1 mostramos un ejemplo de esto en el apartado D.

8 3999 ] AW

Figura 1. Ejemplo de otra estrategia (estudiante 27, apartado D)

A continuacion, mostramos ejemplos del trabajo que realizaron los estudiantes en algunos apartados
yque dan muestra de los sistemas de representacion utilizados yde las estrategias.

Seis estudiantes usaron la relacion 1-5 en el apartado C (ver tabla 2). De ellos, dos a través de una
respuesta directa, uno con dibujos y tres hicieron grupos. En la figura 2 mostramos la respuesta de
uno de estos tres estudiantes. Observamos que los globos dibujados se encuentran distribuidos en
grupos de cinco y que hay tantos grupos como nifios hay (5). Once estudiantes identificaron la
relacion 1-1, de los cuales uno dio una respuesta directa y los 10 restantes dibujaron los globos.
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Figura 2. Ejemplo de creacion de grupos(estudiante 26, apartado C)

En cuanto a las estrategias que utilizaron los estudiantes en el apartado E, tres estudiantes
identificaron la relacion 1-5. Uno de ellos mediante dibujos (ver figura 3), utilizando los sistemas de
presentacion pictdrico y simbolico. Como observamos, presenta el 50 como respuesta y dibuja los
50 globos.
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Figura 3. Ejemplo de conteo de dibujos en relacién 1-5(estudiante 15, apartado E)

Enel apartado G, un estudiante identifico la relacion 1-5 a través de la conformacion de grupos y 12
identificaron la relacién 1-1 en su respuesta directa. Como en el apartado se pide que expliquen su
respuesta, un elevado nimero de estudiantes utilizan el sistema de representacion verbal. Hay siete
estudiantes que hacen explicita la relacion funcional que establecen. Analizamos la respuesta del
estudiante 4, quien expreso: “ai sien nifios 5555555555 100” (hay cien nifos555555555
5 100). En esta respuesta se evidencia la utilizacion de una serie de 5 hasta llegar a 100. La relacion
mas comun fue la 1-1 y en algunos casos establecieron la relacion n+5. Otro estudiante utilizo la
serie numérica en la que incluyé tantos cincos como nifios, aunque se equivocd en la cantidad de
cincos en el apartado D.

Algunos estudiantes siguieron la misma estrategia en todos los apartados pero no siempre fue asi.
Por ejemplo, el estudiante 7 contestd correctamente a los apartados A, B, C, identificando la
relacion 1-5. Sin embargo, para los apartados D, E, F, entrega un nimero sin relacion aparente y en
el apartado G utilizdé la relacién n+5. Otro ejemplo lo observamos en el estudiante 15, quien
contestd correctamente los apartados A, B, C, D, E, pero dio una respuesta incorrecta al apartado F.
En el apartado G utilizd la relacion n+5. Esto pone de manifiesto que el estudiante respondi6 a los
primeros apartados mediante una relacién de recurrencia y no llegé a detectar el patron de forma
general.

CONCLUSIONES

Con este trabajo contribuimos a la investigacion que se esta llevando a cabo sobre early algebra vy,
especificamente, sobre el pensamiento funcional en edades tempranas. Esta investigacion es
innovadora porque contribuye a una linea de actualidad que ha recibido poco tratamiento en
Espafia. Parte de la originalidad de esta investigacion radica, a nivel internacional, en el trabajo con
estudiantes de primero de educacion primaria, donde son escasos los trabajos desarrollados.

Para dar respuesta a los objetivos de investigacion, hemos analizado las producciones escritas de 32
estudiantes de primero de educacidén primaria en la realizacion de una tarea que involucra una
relacion funcional del tipo f(x)=5x. El sistema de categorias desarrollado para este trabajo puede ser
Util para futuras investigaciones en este u otros niveles educativos para tareas similares.

El sistema de representacion mas frecuentemente utilizado por los estudiantes fue el pictorico, a
excepcion del apartado sobre generalizacion donde, como era de esperar, el sistema de
representacion verbal fue el predominante. El pictérico aparecid usualmente vinculado con el
sistema de representacion simbdlico (numeros). Algunos estudiantes llegaron a la expresion
numérica final mediante el conteo 0 mediante la expresion de operaciones entre nimeros que
anotaban. Ademas, hubo estudiantes que utilizaron el sistema de representacion verbal, a través del
cual explicaron su respuesta. Debemos destacar que su vocabulario era muy pobre y, en ocasiones,
esto dificultaba su explicacion. Esto no es de extrafiar si tenemos en cuenta su edad y que la
mayoria de ellos eran lectores y/o escritores principiantes.
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En cuanto a las estrategias utilizadas por los estudiantes, destacamos las relaciones entre las
variables implicadas que los estudiantes detectan. La relacion 1-5, que es la correcta, la hemos
encontrado tanto en respuestas de estudiantes que realizan dibujos de nifios y globos y realizan el
recuento sobre los mismos; como en casos en los que dan una respuesta directa. Entre las relaciones
que dan lugar a una respuesta inadecuada para la situacion planteada en la tarea, los estudiantes
utilizan la relacion 1-1 y n+5 para dar soluciones a la tarea. En el primer caso, los estudiantes
consideran que necesitan el mismo ndmero de globos que nifios haya, por lo que no estan
considerando el contexto (no matematico) de la tarea. También es posible que estos estudiantes
hayan utilizado la relacion funcional de una tarea previa que involucraba la relacion identidad. En el
otro caso, parece ser una confusion entre la estructura multiplicativa del problema (que se
corresponderia con una expresion del tipo 5n) y la estructura aditiva que ellos tienen en cuenta
(n+5). Esto puede deberse a que en este curso estan trabajando fundamentalmente con la estructura
aditiva. En este sentido, algunos estudiantes utilizan la asociacion de elementos en grupos, una via
habitual de la introduccion de la estructura multiplicativa. Entre los estudiantes que hacen grupos de
cinco globos, se presenta un error que consiste en considerar algin grupo que no tiene cinco globos.

Los resultados enriquecen los antecedentes internacionales citados. Ademas, desde el punto de vista
nacional, presentamos una primera aproximacion a la descripcion del pensamiento funcional de los
estudiantes de primero de educacion primaria. Es viable la incorporacion de tareas relacionadas con
este pensamiento en este curso. Los estudiantes son capaces de desarrollar estrategias y de
identificar patrones de forma general, mas de lo que cabia esperar en un comienzo dados sus
conocimientos previos. Este trabajo nos proporciona informacién para lograr profundizar en un
futuro enotros cursos de educacion primaria y educacion infantil.
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