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Resumen

En este trabajo describimos las estrategias y representaciones utilizadas por alumnos de primero
de primaria, cuando resuelven dos tareas que involucran funciones lineales (f(x)=3x y f(x)=5x).
Diseriamos e implementamos estas tareas de generalizacion contextualizadas a 32 alumnos del
mencionado curso. Las estrategias mas empleadas por los estudiantes fueron respuesta directa y
conteo de dibujos, cambiando la mayoria de los alumnos del conteo a la respuesta directa
conforme aumenta el tamario de los casos particulares. Algunos alumnos usan espontaneamente la
agrupacion. Los alumnos emplearon las representaciones pictorica, simbolica y verbal. Las
representaciones predominantes fueron la pictorica, en la tarea de f(x)=3x, y la simbolica en la de
f(x)=5x. La representacion verbal destaco en el apartado de x=100. También comparamos algunos
resultados relativos al trabajo de los alumnos en ambas tareas.

Palabras clave: pensamiento funcional, funciones lineales, estrategias de resolucion y
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Abstract

In this paper we describe the strategies and the representations used by first graders, when solving
two tasks involving lineal functions (f(x)=3x y f(x)=5x). We designed and implemented these
generalization contextualized tasks to 32 students of the aforementioned grade. The most frequent
strategies were the direct response and the drawing counting, changing most of the student from
counting to direct response when the size of particular cases increased. Some students used the
grouping strategy spontaneously. The students used the pictorial, symbolic and verbal
representations. The predominant representations were the pictorial in the tasks about f(x)=3x, and
the symbolic in the task about f(x)=5x. The verbal representation stood out among the others in the
item about x=100. We also compare some results concerning the students’ work in both tasks.

Keywords: functional thinking, resolving strategies, lineal functions and representations
INTRODUCCION

El pensamiento funcional, que es parte de la propuesta curricular del early algebra, utiliza la
funcion lineal como protagonista. Las funciones que contienen estructuras multiplicativas
(f(x)=mx), pueden ser abordadas por nifios desde temprana edad, incluso desde infantil, con la
utilizacion de series numéricas o de estructuras aditivas, de esta manera, las estructuras
multiplicativas aparecen de forma intuitiva, por la necesidad de resolver una tarea desafiante para el
alumno. Al incorporar este tipo de actividades en el aula regularmente, las dificultades que genera
la ensenanza de la multiplicacion o la introduccién al 4lgebra, resultan menores, cuando
corresponden curricularmente.

A nivel internacional, el early algebra se estd incorporando cada vez mas en las propuestas
curriculares y de actividades de diferentes paises. En Espana, donde se desarrolla esta investigacion,
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podemos encontrar en el curriculo de primaria, algunos indicios de pensamiento algebraico y
funcional, los cuales deben ser abordados por los maestros en este ciclo. Aunque, es en 3° de
primaria (8 afios) donde se trabaja con las estructuras multiplicativas, estas no son abordadas desde
el enfoque funcional, es en 1° de educacion secundaria (12 afios) donde se establece el eje de
algebra formalmente (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2014).

El objetivo de investigacion de este trabajo es describir las estrategias y representaciones que
utilizan alumnos de 1° de primaria (6-7 afnos) en tareas de generalizacion que involucran dos
funciones de estructura multiplicativa: f(x)=3x y f(x)=5x.

ANTECEDENTES Y MARCO CONCEPTUAL

Desde hace dos décadas, se investiga en torno a la introduccion del algebra antes de los estudios
formales. Los investigadores se enfocan en dos ejes primordiales, la edad de los alumnos y las
actividades que se deben proponer para que estas nociones emerjan de forma intuitiva.

Son variadas las investigaciones que tienen por objetivo el pensamiento funcional en educacion
primaria, en ellas podemos encontrar trabajos que se centran en las estrategias, en las
representaciones y en la generalizacion que logran al resolver ciertas tareas propuestas (e.g.
Cafiadas y Fuentes, 2015; Morales, Cafadas, Brizuela y Gémez, 2018; Moss y London McNab,
2011).

El pensamiento funcional esta definido por Cafiadas y Molina (2016) como un proceso cognitivo
que forma parte del pensamiento algebraico, basado en la construccion, descripcion, representacion
y razonamiento con y sobre las funciones y los elementos que las constituyen (p. 211).

Encontramos variados autores que proponen la introduccidon de las operaciones a través de las
funciones (Carraher, Schliemann, y Brizuela, 2005; Schliemann, Carraher y Brizuela, 2007). Por
ejemplo, en Carraher, Martinez y Schliemann (2008), plantean situaciones donde se utiliza el
algebra como una matematica generalizada y como un estudio de las relaciones funcionales que hay
entre ellas, creando un enfoque que unifica ambos criterios, mirando las operaciones matematicas
de manera funcional.

Ivars y Fernandez (2016) dan cuenta de la trayectoria de aprendizaje de las funciones de estructura
multiplicativa en el transcurso de la educacion primaria. En los primeros niveles, los alumnos
utilizan la estructura aditiva y solucionan de forma correcta las problematicas planteadas. En cursos
superiores, cambian a una estructura multiplicativa y aparecen errores al utilizar el algoritmo de la
multiplicacion.

Las estrategias en la resolucion de problemas son las diferentes formas y caminos para alcanzar la
solucion. Rico (1997) las define como las formas de actuacion de los alumnos frente a una tarea
matematica. En Castro, Cafiadas y Molina (2017) trabajaron con alumnos de ultimo curso de
infantil (5 y 6 anos) usando las funciones y=x, y=2x e y=x+1. Las estrategias utilizadas por los
alumnos fueron, especificamente en el caso de y=2x, sumar de 2 en 2 y sumar dos veces la misma
cantidad, lo que coincide con una investigacion anterior de los mismos autores, solo que con
alumnos un curso mas pequefios. Aqui la estructura multiplicativa de la funcion f(x)=2x fue
abordada por los alumnos como una estructura aditiva.

Merino, Cafiadas y Molina (2013), trabajan con alumnos de 5° de primaria en una tarea de
generalizacion a través de un ejemplo genérico donde debian ubicar a personas en una hilera de
mesas (3 mesas, 8 personas). Las estrategias utilizadas por los alumnos para generalizar el proceso,
fue Mx2+2, M+M+2, M+M+1+1, M+8, Mx4 (con M numero de mesas), se concluye que se
presentan diversos tipos de representaciones, que logran generalizar y que a través de las
producciones escritas se evidencia la utilizacion de pensamiento funcional en los alumnos.
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Torres, Cafiadas y Moreno (2019) trabajaron con alumnos de 2° de primaria. Se evidenciaron una
gran cantidad de estructuras relacionadas con las funciones f(x)=2x y f(x)=x+3. Los diferentes
contextos utilizados influyeron en la cantidad de estructuras que los alumnos establecieron. Pinto y
Canadas (2017) compararon las estructuras que alumnos de 3° y 5° de primaria evidenciaron en la
misma tarea. Los alumnos de 3° utilizaron una mayor variedad de estructuras aditivas y
multiplicativas, aunque tendieron a trabajar con elementos concretos y no generalizaron. Los
alumnos de 5° si generalizaron y las estructuras fueron multiplicativas.

Las representaciones en la literatura presentan diferentes definiciones (e.g. Rico, 2009; Cafiadas y
Figueiras, 2011), pero todos coinciden en que una representacion nos ayuda a establecer relaciones
matematicas y que diferentes representaciones destacan caracteristicas especificas del contenido. El
pensamiento funcional, tiene asociado una serie de representaciones, (a) pictorico, (b) simbolico, (c)
verbal, (d) tabular. En los primeros afios de escolarizacion, los alumnos tienden a utilizar la
representacion pictérica, aunque con instruccion, pueden hacer el transito a las otras
representaciones.

METODOLOGIA

Esta investigacion es de caracter descriptivo, por la naturaleza misma del objetivo de investigacion
(Herndndez, Fernandez y Baptista, 2010).

En esta investigacion trabajamos con 32 alumnos de primero de primaria, con edades comprendidas
entre los 6 y 7 afios, de un centro concertado de la ciudad de Granada. La mitad del grupo se estaba
iniciando en la lecto escritura.

Varios investigadores del proyecto en el que se enmarca este trabajo, diselamos e implementamos
un cuestionario escrito con tres tareas de generalizacion que involucraban funciones lineales, las
cuales se enmarcaban en un contexto sobre una fiesta de cumpleanos (Fuentes, 2014). Desde el
punto de vista matematico, los alumnos no habian trabajado tareas de este tipo antes, ni con
patrones numeéricos o algebraicos, ya que no corresponde a los contenidos del curso. Destacamos
que en educacion infantil habian trabajado con patrones figurales y conteo de 1 en 1, de 2 en 2. La
aplicacion de la prueba tuvo una duracion de 1,5 hrs. Comenzamos cada tarea con la introduccion
del contexto y del problema, incluyendo el trabajo con uno o méas pares de valores de las variables

(X,¥)-

Las tareas surgen de nuestra revision de antecedentes y tras una adaptacion a nuestro contexto
investigador, los conocimientos previos de los alumnos y nuestro objetivo de investigacion. Cada
tarea involucraba una funcidn con dos variables, la variable independiente (nimero de nifios) es la
misma para todas las tareas. Los valores utilizados en la variable independiente fueron 1, 2, 3, 4, 5,
8, 10, 20 y 100, los primeros 5 niimeros son consecutivos para que el alumno encuentre una
relacion entre las variables y los 3 siguientes son no consecutivos, para que abstraiga la relacion y el
ultimo es un caso particular lejano, segiin su ambito numeérico, para lograr la generalizacion. En
cada tarea se les entrega a los alumnos el valor de la unidad. La variable dependiente fue nimero de
gorros, nimero de piruletas y numero de globos para cada tarea, respectivamente.

Tarea 1: Relacion entre el niimero de nifios y numero de gorros necesarios para la fiesta de
cumpleafios. Se les da explicita la relacion 1 nifio - 1 gorro (f(x)=x) y se les pregunta por otros
valores: x =2, 3,4, 5,8, 10,20y 100.

Tarea 2: Relacion entre el numero de nifios y el nimero de piruletas necesarios para la fiesta de
cumpleafios. Se les da escrita la relacion 1 nifio - 3 piruletas (f(x)=3x) y se construye con todo el
curso la relacion 2 nifios - 6 piruletas, quedando como apartados de esta tarea preguntas para los
valores x =3, 4, 5, 8, 10, 20 y 100 nifios.
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Tarea 3: Relacion entre el nimero de nifios y el nimero de globos necesarios para la fiesta de
cumpleafios. Se les da escrita la relacion 1 nifio - 5 globos (f(x)=5x) y se construye con todo el
curso la relacion 2 nifios - 10 globos, quedando como apartados de esta tarea los valores para 3, 4,
5, 8,10, 20 y 100 nifios.

La recogida de datos se llevo a cabo en el aula habitual de los alumnos y asistimos las dos autoras
de este trabajo, con los principales objetivos de introducir las tareas y solventar dudas que pudieran
surgir durante la resolucion del cuestionario.

La tarea 1 sirvi6 como primera toma de contacto, tanto con el equipo de investigacion como con el
tipo de tareas que trabajariamos con ellos. Esta tarea no presentd mayores dificultades a los
alumnos y llegaron a generalizar. La mayoria de los estudiantes usaron el conteo de dibujos y por
ende la representacion mas utilizada fue la pictorica.

En este documento, describimos el trabajo realizado por los estudiantes en las tareas 2 y 3.
Utilizamos las categorias de andlisis de Fuentes (2014). En cuanto a los valores de la categoria
estrategias, utilizamos las que emergieron del analisis de las pruebas escritas: (a) respuesta directa,
(b) conteo de dibujos, (c) asociacion de elementos en grupos, (d) cambia el numero de nifios de la
relacion, (e) otra estrategia, en la tabla 1 se detalla cada una de estas categorias y se ejemplifica con
la produccion escrita de un alumno. La categoria representacion no es excluyente, ya que los
alumnos podian dar una respuesta directa (simbolico) y también hacer dibujos (pictdrico), en
cambio la categoria de estrategias es excluyente, ya que la respuesta del alumno podia corresponder
a una Unica estrategia.

ANALISIS DE DATOS, RESULTADOS Y DISCUSION

Describiremos, independientemente, las estrategias y las representaciones que siguen los alumnos al
resolver las tareas propuestas. Para hacer referencia a un alumno utilizaremos la letra A
acompafiada de la respectiva posicion de su prueba escrita en el archivo. Cada tarea se compone de
siete apartados etiquetados de la A a la G, para los respectivos valores de x (3, 4, 5, 8, 10, 20 y 100),
que representan los nifios asistentes a la fiesta de cumpleafios.

Estrategias

Presentamos las estrategias empleadas por los alumnos en la resolucion de las tareas 2 y 3, junto
con su descripcion, en la tabla 1. Observamos conteo de dibujos, respuesta directa, asociacion de
elementos en grupos, cambiar el nimero de nifios en la relacion dada y otras estrategias diferentes
de las anteriores. Acompafiamos cada estrategia con un ejemplo de la respuesta dada por un
estudiante a una de esas dos tareas.

Tabla 1. Estrategias y ejemplos en respuestas de los alumnos

Descripcion de la categoria estrategias Producciones escritas de los alumnos
(a) Respuesta directa. Un nimero, una 4 @ g
expresion aritmética o una secuencia @@@ 5 D 5 5

numeérica por respuesta.
(Alumno A4, tarea 3)

(b) Conteo de dibujos. Dibujo de los

elementos que corresponden al apartado 3 ©©© ? Q Q Qi Q 9 Q\ Q\\ Q

solicitado. i

(Alumno A2, tarea 2)
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Tabla 1. Estrategias y ejemplos en respuestas de los alumnos

Descripcion de la categoria estrategias Producciones escritas de los alumnos
(c) Asociacion de elementos en grupos. (\jq Q
Ordenamiento de los elementos que 4 ©©©©
necesita, filas, columna o grupos. oL

(Alumno A19, tarea 2)
(d) Cambia el nimero de nifios de la 8 @ , 1%, /(WUJMO’:
relacion. Continuacion de la secuencia
encontrada en los valores consecutivos, (Alumno A7, tarea 2)
sin notar que los valores entregados ’
ahora son no consecutivos

(e) Otra estrategia. Respuestas que no 8 4 I 9
tenian concordancia con los datos
entregados en los enunciados (Alumno A17, tarea 2)

Con base en las categorias antes descritas, presentamos un resumen del trabajo de los alumnos en la
tabla 2. En cada celda recogemos el nimero de alumnos que utilizan cada estrategia en cada una de
las tareas, diferenciadas por la funcion que involucra cada una. La cifra que aparece entre paréntesis
es el nimero de alumnos que resolvieron con éxito la tarea.

Tabla 2. Estrategias utilizadas en y=3x e y=5x

Cambia el
Respuesta Conteo de Asociacion en numero de nifios
directa dibujos grupos de la relacion Otra estrategia
y=3x y=5x y=3x y=5x y=3x y=5x y=3x y=5x y=3x  y=5x
Apartado A (x=3)
3(1) 16 (4) 24 (10) 12 (5) 2(2) 3(3) 1 0 2 1
Apartado B (x=4)
412 15 (4) 22(8) 104 22 403 2 2 2 1
Apartado C (x=5)
3(1) 13 (3) 22(4) 12(0) 2(2) 3(3) 2 1 2 1
Apartado D (x=8)
4 (0) 13 (0) 18(1) 12(1) 1(1) 3(3) 5 2 2 1
Apartado E (x=10)
4 (0) 12 (0) 202) 12(1) 2 (1) 2(2) 2 3 2 1
Apartado F (x=20)
6 (0) 11 (0) 18(1) 11 (0) 0 (0) 2 (1) 3 3 1 1
Apartado G (x=100)
19(0) 19(0) 1 (0) 2 (0) 0 (0) 1(1) 0 0 2 0

Observamos que, en los primeros casos particulares para la tarea 2 (y=3x), la estrategia empleada
mas frecuentemente fue el conteo de dibujos. En cambio, esta frecuencia va disminuyendo
conforme el tamafio de los valores de la variable aumenta, en favor de un aumento de la respuesta
directa. En la tarea 3 (y=5x) este cambio fue menos radical. Conjeturamos que esto puede deberse
al aumento en la cantidad de dibujos que hay que realizar para obtener una respuesta. En la tarea 2
se hace tedioso para los alumnos de una forma mas gradual, mientras que en la tarea 3 es mayor
desde los primeros casos particulares que se les plantean. Ademas, ha podido haber aprendizaje
durante su propio trabajo y esto hace que los alumnos se percataran de la posibilidad de hacerlo sin
dibujar. En la funcion f(x)=5x se observa que aparecen expresiones aritméticas para dar solucion a
los apartados planteados, lo cual clasificamos en respuesta directa, por ejemplo: simbolos de suma o
series de numeros 5. Para la respuesta directa y conteo de dibujos, se observa una disminucion
importante en el nimero de respuestas correctas conforme aumenta el tamafio de los casos
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particulares. Por tanto, se evidencia que no son estrategias adecuadas para trabajar con casos
particulares grandes o generalizar.

El resto de estrategias las emplean una minoria de alumnos. Llama la atencion la aparicion de forma
espontanea de la agrupacion teniendo en cuenta que no habian tenido instruccion previa respecto al
trabajo con la estructura multiplicativa. La mayoria de los alumnos que emplean esta estrategia les
lleva a una respuesta adecuada en los apartados en los que la usan.

Observamos también, que hay algunos alumnos que establecen una estrategia y perseveran en ella,
en el transcurso de todas las tareas y apartados. Por ejemplo, si organizaron la informacion en
grupos, lo siguen haciendo durante todos los apartados. Encontramos a dos alumnos que, aunque
entregaron un nimero por respuesta, los clasificamos en “otra estrategia” porque no habia evidencia
de donde habian obtenido ese niimero.

En general, en cuanto a la eficacia de las estrategias, vemos que va disminuyendo a medida que los
valores son mayores o no consecutivos, y que el cambiar la funcidon involucrada, no se observa
mucha diferencia.

Representaciones

Presentamos las representaciones empleadas en la resolucion de las tareas 2 y 3, junto con su
descripcion, en la tabla 3. Acompafiamos cada representacion con un ejemplo.

En la siguiente tabla (3), encontraremos la descripcion de la categoria representaciones, junto a una
respuesta entregada por un alumno. En primer lugar, destacamos el uso de las representaciones
pictorica, simbolica y verbal.

Tabla 3. Representaciones y ejemplos en respuestas de los alumnos

Descripcidn de la categoria representaciones Producciones escritas de los alumnos

(a) Pictorica. Presencia de dibujos 10 g ? % ? S’ 5 f?
(Alumnos A23, tarea 3)

(b) Simbolica. Numeros, operaciones o 3

simbolos matematicos ©OO /L O
(Alumno A32, tarea 3)

(c) Verbal. Expresiones escritas. Foy ! | A

5 / Momere i e

¢

, ge desg e qwiel

(Alumno A30, tarea 2)

En la tabla 4 resumimos las representaciones empleadas por los estudiantes en las dos tareas y en
los distintos apartados. En general, se aprecia que las representaciones pictérica y simbolica son las
empleadas con mayor frecuencia. En la tarea que involucra la funcién f(x)=3x predominé la
representacion pictdrica, mientras que en la otra tarea predominé la simbolica, salvo cuando los
valores aumentaron, donde vuelve a predominar el simbolismo.

La frecuencia de la representacion verbal en el apartado G es notable. Esto se puede explicar porque
los motivamos a que con sus palabras expresaran el nimero de piruletas y globos necesarios para
100 nifios. Los alumnos recurrieron mas a esta representacion porque ademas desconocian como
escribir simbolicamente algunos niimeros y no tenian herramientas para representarlos de otro
modo.
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Tabla 4. Representaciones utilizadas en f(x)=3x y f(x)=5x

Pictorica Simbolica Verbal
f(x)=3x f(x)=5x f(x)=3x f(x)=5x f(x)=3x f(x)=5x
Apartado A (x=3)

29 14 8 23 0 3
Apartado B (x=4)
29 14 8 23 0 3
Apartado C (x=5)
28 16 7 17 2 3
Apartado D (x=8)
25 16 8 17 1 3
Apartado E (x=10)
26 16 8 16 0 3
Apartado F (x=20)
24 14 6 15 1 4
Apartado G (x=100)
1 2 11 12 20 19
REFLEXIONES FINALES

En este trabajo describimos las estrategias y representaciones que usan alumnos de primero de
educacion primaria (6-7 afios) cuando se encuentran por primera vez con problemas de
generalizacion que involucran las funciones lineales, f(x)=3x y f(x)=5x. Esta investigacion
contribuye a la investigacion sobre pensamiento funcional en primeras edades, desde la perspectiva
de las estructuras multiplicativas que usan los alumnos.

Las estrategias que utilizan en la resolucion de la tarea 1, en su mayoria, los alumnos trabajan con
conteo de dibujos, mientras que, al cambiar de funcién, y por ende de tarea, la estrategia
predominante ahora es la respuesta directa, con la utilizacién de simbolos aritméticos o series de
numeros. En cuanto a las representaciones que usaron en la funcion f(x)=3x, el mas utilizado es el
pictdrico, que coincide con la estrategia de conteo de dibujos. En cambio, en la funcion f(x)=5x
utilizaron mas la representacion simbolica, lo cual concuerda con el aumento en la utilizacion de la
estrategia respuesta directa. El Gltimo apartado de ambas tareas apuntaba a la generalizacion, la
estrategia de respuesta directa es la predominante en este apartado, al igual que la representacion
verbal. Destacamos que los alumnos que trabajaron con la conformacion de grupos lo siguen
haciendo en todos los apartados y en ambas tareas. Los alumnos que no escribian fluidamente,
utilizaron otro tipo de representaciones distintas a la verbal.

Nuestros resultados son similares a los encontrados en la literatura consultada para alumnos con
edades entre 6 y 8 afios (Castro et al, 2017; Ivars y Fernandez, 2016), en cuanto a las estrategias
utilizadas y a las representaciones elegidas.

Coincidimos con Torres, Cafladas y Moreno (2019), en la variedad de expresiones que los alumnos
usaron al enfrentarse a una tarea de estas caracteristicas y la riqueza de sus representaciones.

Un aporte de esta investigacion es el vincular un cambio en las estrategias y las representaciones, a
funciones lineales mas complejas, cuando se evidencia en los alumnos la necesidad de trabajar con
nimeros mas grandes. Somos conscientes que los resultados no son generalizables, por el tamafio e
intencionalidad de nuestros sujetos.
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