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Pensamiento funcional de alumnos de primero de educacion primaria: Un estudio exploratorio

PRESENTACION

La investigacion aqui presentada es un Trabajo Fin de Master realizado durante el curso
academico 2013-2014, dentro del programa de Master en Didactica de la Matematica de
la Universidad de Granada, por la alumna Sandra Fuentes Mardones, bajo la tutoria de

la Doctora Maria C. Cafadas Santiago.

Este trabajo se enmarca dentro de la linea de investigacion “Didactica de la Matematica:
Pensamiento Numérico” (FQM-193). Nuestro objetivo general de investigacion es
describir el pensamiento funcional de un grupo alumnos de primero de educacion
primaria quienes, en el momento de la recogida de informacion tenian edades
comprendidas entre los 6 y 7 afios. Los alumnos participantes en esta investigacion
respondieron a una prueba escrita disefiada por las investigadoras. Para complementar la
informacion, realizamos una entrevista semiestructurada a 4 alumnos. En este informe
analizamos las producciones escritas y orales de los alumnos para dar respuesta a

nuestro objetivo general de investigacion.

Antes de realizar la recogida definitiva de informacion llevamos a cabo dos pilotos, con
el fin de validar los instrumentos y mejorarlos hasta lograr los instrumentos definitivos.
Llevamos a cabo el primer estudio piloto a una alumna de 4 afios; y el segundo estudio
piloto a un alumno de 6 afios. Los resultados de estos estudios nos llevaron a redactar
las preguntas de forma que los alumnos entendieran nuestros requerimientos,
seleccionar caracteristicas de la tarea adecuada a nuestros objetivos de investigacion,
identificar posibles dificultades en la recogida de la informacidn y estrategias para
superarlas, identificar elementos que se debian cambiar para la recogida de informacion.

Tras los estudios pilotos, disefiamos la recogida de informacion definitiva.

En la recogida de datos definitiva participaron 32 alumnos de primero de educacion
primaria de un colegio concertado de la ciudad de Granada en el curso académico 2013-
2014. La prueba escrita consta de tres tareas con diferentes relaciones funcionales. La
entrevista busca profundizar sobre las producciones de cuatro de los estudiantes en la
prueba escrita y proponerles unas tareas adicionales de caracteristicas diferentes a las de

la prueba escrita.

Organizamos este documento en seis capitulos, los cuales presentaremos a

continuacion.
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Sandra Tuentes Mardones

Dedicamos el primer capitulo al problema de investigacion, presentando los intereses
que nos llevan a realizar este trabajo desde los puntos de vista, personal, profesional,

investigador y curricular. Por ultimo, planteamos el problema de investigacion.

En el segundo capitulo sentamos las bases tedricas en las que se sustenta nuestro
trabajo, definiendo cada uno de los elementos clave en la investigacion. También,
hacemos mencion a los antecedentes sobre el tema del trabajo, tanto a nivel nacional

como internacional.

En el tercer capitulo y con base en el marco conceptual, definimos el objetivo general de

investigacion y su desglose en objetivos especificos.

Describimos el marco metodoldgico del estudio en el cuarto capitulo. Presentamos el
disefio de la investigacion, el disefio de los instrumentos de recogida de informacion, los
sujetos que participaron asi como la definicion de las categorias para el andlisis de la

informacion.

Presentamos el analisis de datos y los resultados en el quinto capitulo. Organizamos esta
informacion con base en los dos instrumentos disefiados para recoger la informacion: la
prueba escrita y las entrevistas. Por tanto, combinamos un andlisis cuantitativo, que
hace referencia a la informacién recopilada del grupo de alumnos en la prueba; con un

analisis cualitativo, con la informacion recopilada de las entrevistas.

En el sexto y ultimo capitulo incluimos las conclusiones de este trabajo, discutiendo el
logro de nuestros objetivos de investigacion especificos, comparando los resultados con
los de nuestros antecedentes. Ademas, proponemos lineas de investigacion abierta, las
dificultades que tuvimos en la realizacion de la investigacion y las limitaciones que

identificamos.

Por ultimo, en los anexos incluimos informacion complementaria al trabajo, como son
las diferentes versiones de los instrumentos de recogida de informacién (incluida la
version definitiva), los estudios pilotos, las producciones escritas de los estudiantes, las
transcripciones de las entrevistas y los materiales manipulativos que utilizamos en las

diferentes fases de nuestra investigacion.
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CAPITULO 1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

En el presente capitulo detallamos el problema a investigar, asi como la justificacion

personal, investigadora y curricular que nos lleva a su planteamiento.
1.1.  Motivacion del problema de investigacion

El problema de investigacion surge de tres contextos complementarios: (a) el personal y
profesional, (b) el investigador y (c) el curricular. Los cuales detallamos a continuacion.

1.1.1. Motivacién personal y profesional

Desde hace 14 afios, soy profesora de educacion media en Chile (imparto docencia a
estudiantes entre 13 y 18 afios), y en el transcurso de mi quehacer docente en el aula, he
tenido que ensefiar algebra. A esas alturas, he observado que a los alumnos no le gustan
las matematicas y tienen prejuicios sobre el algebra especificamente, los comentarios
que han escuchado sobre el tema los desmotiva, incluso antes de iniciarse en su estudio.
Como este es un tema fundamental en el estudio de las matematicas superiores, el

trabajo de ensefarlas y aprenderlas, se vuelve mas dificultoso.

En algunas visitas esporadicas a las aulas de los méas pequefios, pude observar la
necesidad de conocimiento que tienen y lo motivados que estan por aprender
matematicas. ¢En qué momento muere el amor por ellas? Entonces, me plantee la
posibilidad de potenciar esas habilidades de los mas pequefios para beneficio a futuro.
Si tenemos alumnos que les gusten las matematicas y que se introduzcan gradualmente
en matematicas y, en particular, en el algebra desde pequefios, entonces tendremos un

mayor numero de jovenes interesados por ellas.

Yo soy chilena y, en 2011 se inicio en mi pais la discusion sobre las nuevas bases
curriculares, las cuales, desde marzo de 2012, incluyen desde el primer afio de
Educacién Baésica (primero de educacién primaria, 6-7 afios), un eje tematico de
patrones y algebra. Los profesores de esos niveles, no han sido formados en estas areas,
lo que les genera pesar e incertidumbre en cuanto a las competencias que poseen para
desarrollar estos temas. Por ello, como docente en Chile, me parece especialmente

interesante profundizar en este contenido.
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Con esta idea en mente, encontré una linea de investigacion en la que obtuve
conocimiento y herramientas conceptuales y metodologicas para desarrollar esta

tematica al regreso a mi pais.
1.1.2.  Motivacion investigadora

El early algebra es una propuesta curricular que surge en Estados Unidos y a la que, por
el momento, Espafia no se ha acogido. Desde hace unas décadas se viene investigando
en Educacion Matematica. La mayoria de los trabajos se han centrado en el paso de la
aritmética al algebra y surge del interés por indagar como reaccionan los alumnos antes
de la educacion secundaria frente a tareas algebraicas, que antiguamente solo eran
desarrolladas por alumnos de este nivel educativo. En este trabajo nos centraremos en el
enfoque funcional del early algebra, que se basa en el estudio de las relaciones entre

variables y focaliza su atencion en las funciones como contenido matematico.

En Espafia, se han realizado escasas investigaciones sobre pensamiento funcional dentro
de esta propuesta (Merino, 2012) y no tenemos informacion de que se haya llevado a
cabo ninguna en los primeros curso de educacion primaria. Por ello, nuestro interés por
realizar este trabajo en el primer curso de educacion primaria. En los antecedentes de
nuestro trabajo daremos mas detalle sobre las investigaciones llevadas a cabo

relacionadas con esta tematica, tanto fuera como dentro de nuestras fronteras.
1.1.3.  Motivacion curricular

Curriculos de diferentes paises han incluido contenidos relacionados con el algebra
escolar en niveles educativos previos a la educacién secundaria. La propuesta curricular
early algebra surge en estados Unidos pero se ha extendido por diferentes paises.
Como, el curriculo chileno ha incluido, el eje “patrones y algebra” en sus Bases
Curriculares (Ministerio de Educacion del Gobierno de Chile, 2012), desde 1° de
Educacién Basica a 4° afio de Ensefianza Media (6 a 18 afios). En otros paises como
Australia, Portugal, Estados Unidos o Corea también se han adherido a la propuesta
curricular de early algebra (Merino, Cafiadas y Molina, 2013). Como referente
internacional, destacamos el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM,
2000), que destaca la necesidad de desarrollar estas competencias, pensamiento

algebraico y funcional, desde edades muy tempranas, incluso desde educacion infantil.
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Nuestro estudio empirico se lleva a cabo en Espafia. En el curriculo espafiol vigente al
momento de la recogida de la informacidn (Ministerio de Educacién y Ciencia, 2007a),
no hay mencion especifica a nociones algebraicas en educacion primaria. Sin embargo,
comparando con los contenidos curriculares de otros paises, hay ciertos elementos que
se relacionan con el pensamiento algebraico, dentro del que se enmarca el pensamiento

funcional y en que se centra nuestra investigacion.
1.2.  Planteamiento del problema de investigacion

Al involucrarnos en la lectura sobre el pensamiento funcional en edades tempranas, nos
hemos encontrado con la poca o casi nula investigacion que se realiza en Espafa en
torno al tema, y a nivel internacional tampoco es mucho lo que encontramos, lo cual
avala nuestra investigacion como novedosa y necesaria en esta area de investigacion. Lo

cual esperamos sea un aporte y referente para futuras investigaciones.

Nuestro problema de investigacién, parte de la necesidad de potenciar el pensamiento
algebraico y, especificamente, el pensamiento funcional, en edades tempranas.
Queremos saber qué relaciones funcionales son capaces de establecer los alumnos de
primer curso de primaria y como expresan sus conclusiones en la resolucion de tareas

relacionadas con esas relaciones funcionales.
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO Y ANTECEDENTES

En este capitulo abordamos las bases tedricas que sustentan esta investigacion. Con base
en la basqueda bibliografica y en las lecturas realizadas sobre pensamiento funcional,
organizamos este capitulo en torno a los siguientes aspectos: early algebra,
pensamiento funcional, generalizacion, sistemas de representacion y estrategias de
resolucion. La informacion que presentamos a continuacion permite precisar el
significado de los conceptos que utilizamos en esta investigacion, enmarcandolos en la
literatura existente. También, en paralelo, describimos los principales antecedentes de

este trabajo.

2.1. Early algebra

Los estudiantes presentan numerosas y variadas dificultades con el &lgebra en educacion
secundaria (e.g. Rodriguez-Domingo, 2011), nivel educativo en el que se suele
introducir el algebra en diferentes paises. Esto justifica el interés por preparar a los
estudiantes en niveles educativos inferiores para su formacion en algebra. La propuesta
early algebra pretende subsanar este problema. Algunos autores (e.g., Brizuela,
Blanton, Sawrey, Newman-Owens y Gardiner, 2014; Kaput, 2008; Schliemann,
Carraher, y Brizuela, 2007) sefialan que los tiempos para el aprendizaje del algebra son
prolongados y que es conveniente iniciarse en el pensamiento algebraico en educacion
primaria e incluso en educacion infantil, aprovechando diferentes contenidos

curriculares previos a la educacion secundaria.

El early algebra es una propuesta curricular que surge en Estados Unidos y que busca
incorporar en el aula de educacién primaria actividades que fomenten la observacion de
patrones, relaciones y propiedades matematicas para desarrollar competencias
algebraicas en los alumnos. Entre estas competencias algebraicas estan explorar,
modelizar, hacer predicciones, generalizar, discutir, argumentar, justificar, ademas de
practicar el calculo. Se pretende desarrollar simultaneamente el pensamiento algebraico
y aritmético desde educacién primaria, para que se facilite el posterior estudio del
algebra formal en educacion secundaria. Esta propuesta esta orientada a la instruccion
del pensamiento algebraico como a las relaciones algebraicas en nifios cuyas edades
estén entre los 6 a 12 afios (Socas, 2011). Este trabajo es abordable para los estudiantes

de educacion primaria pues el pensamiento algebraico, en general, se vincula a la
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observacion de patrones, relaciones y propiedades matematicas, temas que se pueden

desarrollar desde educacion infantil.

Partiendo de las diferentes concepciones que se distinguen en el algebra escolar,
consideramos las siguientes aproximaciones en el early algebra: “El estudio de las
relaciones funcionales, el estudio y generalizacion de patrones y relaciones numéricas,
el estudio de estructuras abstraidas de calculos y relaciones, el desarrollo y la
manipulacion del simbolismo, y la modelizacibn como dominio de expresion y
formalizacion de generalizaciones” (Molina 2009, p. 136). El early algebra no pretende
que los alumnos aprendan algebra formal y su simbolismo desde educacion infantil si
no que, en algunas situaciones, los profesores introduzcan elementos algebraicos y
desarrollen en los alumnos competencias algebraicas que les permitan establecer
relaciones y generalizar ciertas propiedades. En general, los enfoques del early algebra,
concuerdan en que no es necesario agregar mas contenidos al programa escolar, sino
tratar con mayor profundidad los temas que ya se cubren, subrayando las ideas de

generalizacion, estructura y relaciones.

La mayor parte de las investigaciones que se realizaron antes del afio 2009, en el
contexto early algebra parten de la aritmética y luego acceden al algebra como parte de
la generalizacién de ciertas propiedades (Warren, 2003). Esto se debe a la gran carga
aritmética que tiene el curriculo de educacion primaria. Los estudios sobre la aritmética
como una iniciacion al algebra son prometedores. Sin embargo, hay diversas posturas
acerca de como llevar a la practica dicha iniciacion. Kaput, Carraher y Blanton (2009)
basan su postura en la premisa de que la aritmética y la matemaética en la escuela
primaria se han abordado de tal manera que restan importancia a la generalizacion como
factor inherente del pensamiento algebraico. En este trabajo nos centramos en un
enfoque diferente pero complementario al anterior y que tiene cierto auge en la
actualidad: el enfoque funcional.

Usiskin (1999) es uno de los autores que aborda el enfoque funcional del pensamiento
algebraico, centrandose en el estudio de las relaciones entre cantidades y en el estudio

de las estructuras matematicas que se crean en torno a esas relaciones.
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La autora considera que las letras que se utilizan en una expresion algebraica varian vy,
con ello, se vuelve necesario establecer relaciones de funcionalidad entre las variables

involucradas.

El enfoque funcional propone que el algebra se empiece a desarrollar y acompafie a los
contenidos y tdpicos de educacion infantil y primaria con conceptos algebraicos que
relacionan la variabilidad entre dos conjuntos de datos para que los nifios puedan
establecer relaciones funcionales de forma intuitiva. En los dltimos afios hemos
identificado diferentes estudios que, a nivel nacional e internacional, abordan el

pensamiento funcional.

2.2. Pensamiento funcional

El pensamiento funcional es una actividad cognitiva de las personas que se centra en la
relacion entre dos o méas cantidades que varian (Smith, 2008). Se trata del proceso
cognitivo que se pone de manifiesto al “construir, describir y razonar con y sobre las
funciones y esta construida por topicos, procedimientos y relaciones concernientes a las

funciones” (Cafadas, Brizuela y Blanton, en revision, p. 4).

Los investigadores en early algebra tienen una visién amplia sobre el pensamiento
funcional: consideran que dicho pensamiento incluye, pero no restringe, el pensamiento
con notacion algebraica, y se puede incorporar, ademas, el uso del lenguaje natural (oral
y escrito), las tablas y los graficos. ElI pensamiento funcional tiene por objetivo el
establecer relaciones de dependencia entre dos 0 mas conjuntos de datos que estan
inmersos en una situacién, la cual es cotidiana para el alumno, demanda el descubrir
otras parejas que también esten en esa relacion y la generalizacion de la relacion que se

establece entre esos conjuntos.

A través del pensamiento funcional, se busca que los nifios sean capaces de detectar
similitudes, diferencias, repeticion y otros aspectos de las regularidades, asi como
realizar operaciones aritméticas para generalizar, partiendo de casos particulares y

viceversa.

Podemos identificar el pensamiento funcional cuando el nifio hace explicita la relacion
entre las variables o entre los conjuntos, con los que esta trabajando y con esa relacion
puede abstraer el razonamiento hacia la generalizacion de la expresion, encontrando una
regla que describa la relacion funcional entre esas variables. Esta regla puede ser
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descubierta a través de un proceso inductivo (Cafiadas, Castro y Castro, 2008) donde, a
través de la recursividad, en los procesos podemos obtener la regla general. La
generalizacion es un paso clave y se logra a traves de la identificacion de la relacion

general entre los dos conjuntos de datos, que es a lo que se le denomina covariacion.

Hay investigaciones que ponen de manifiesto que los nifios de educacion primaria
pueden relacionar, razonar, identificar relaciones entre las variables, generalizar,
conceptualizar e incluso expresar notacion de variables en sus producciones (Cafadas et
al. en revision; Molina, 2006; Schliemann et al. 2007, Schliemann, Carraher y Brizuela,
2012; entre otros).

Investigaciones como la de Schliemann et al. (2012) destacan que la introduccion del
algebra y, especificamente, del pensamiento funcional tiene repercusiones positivas en
los nifios de educacion primaria. Asi lo ponen de manifiesto los alumnos que fueron
instruidos en 3°, 4° y 5° de educacion primaria y a los cuales, en educacion secundaria
se les hizo un seguimiento de los resultados académicos que obtenian. Los autores
destacan que la introduccion del algebra a través del pensamiento funcional en cursos

previos les habia ayudado a desenvolverse en el algebra de educacion secundaria.

Blanton y Kaput (2004) llevan a cabo una investigacion sobre pensamiento funcional en
educacién infantil. En la actividad que proponian a los alumnos, establecer la relacion
que existe entre el nimero de perros de un grupo, con el nimero de ojos y el numero de
colas que se tenian en el grupo. Para lograrlo, realizaron una actividad con nifios desde
los 3 afios, donde manipulaban fotografias de perros y escribian en una tabla las parejas
de datos que encontraban, luego lo analizaban. Los nifios gradualmente descubren
propiedades en la relacion, como la paridad, la relacion aditiva o multiplicativa entre las

variables, también son capaces de introducir notacién algebraica en su respuesta.

La importancia que tiene el trabajo con el pensamiento funcional de los alumnos desde
los primeros niveles de escolarizacion y el énfasis que los profesores le dan, queda en
evidencia en Blanton y Kaput (2011). Estos autores, trabajan con profesores en ejercicio
y analizan las producciones de los nifios y como el pensamiento funcional y la
introduccion de variables nacen intuitivamente en edades tempranas. Entre los
resultados, destacamos que los alumnos evidencian un pensamiento funcional desde los

primeros niveles y esto les puede ser Gtil en educacion secundaria. Aungue los autores
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defienden la importancia de los profesores, recuerdan que los cambios se deben realizar

desde el curriculo.

Brizuela et al. (2014), llegan a introducir la notacién de variables en alumnos de 5 a 7
afios de edad, con funciones lineales, su intencién es ver si los alumnos utilizan letras
para expresar la generalizacion a partir de la introduccion de parejas de datos de una
tabla. Trabajan con 20 alumnos de 6 afios, que cursan 1° de educacion primaria y
encontraron dificultades similares a las detectadas en alumnos de educacion secundaria.
Algunos de los errores en los que incurren los alumnos apuntan a la relacion entre el
orden alfabético de las letras utilizadas y su relacién con el orden de los nimeros
naturales. Los alumnos de 1° de educacion primaria fueron capaces de entender que una
letra simbolizaba una variable, o que la pueden utilizar para generalizar una expresion,
pero no desechan el uso de valores especificos para cada una de las situaciones

planteadas.

Canadas et al. (en revision) analizan la relacion de covariacion que establecen alumnos
de 2° de educacion primaria al trabajar con situaciones que involucran funciones
lineales. Las autoras trabajan en un aula con 21 alumnos, donde piden a los nifios
relacionar las cantidades en una tabla. Entre los resultados destacan las diferentes
estrategias utilizadas para relacionar las dos variables. Por ejemplo, habia nifios que
utilizaban el doble como la suma de si mismo (donde identifican la relacion de
covariacion presente en la funcion) y otros que utilizaba la suma de 2 en 2 (con base en
la relacion de recursividad, lo cual les dificulta para llegar a la generalizacion). Las
autoras destacan el interés de utilizar material manipulativo para introducir a los

alumnos en los problemas que se les plantean.

Como hemos observado, las investigaciones citadas, aportan diferentes indicadores de
qué observar cuando buscamos describir el pensamiento funcional de un nifio durante la
realizacion de una tarea. Por ejemplo, las funciones como contenido matematico, los
patrones, la generalizacion, las estrategias de resolucion o los sistemas de
representacion son algunos de estos elementos, que describiremos en los siguientes
apartados de este capitulo. Comenzaremos por la funcion, como contenido matematico

en el que se fundamenta el pensamiento funcional.
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2.2.1. Pensamiento funcional en los documentos curriculares

En cuanto a las directrices curriculares, el National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM, 2000) propone el estudio del &lgebra de forma transversal en todos los niveles
educativos, junto con contenidos como numero y operaciones, geometria, medida,
analisis de datos y probabilidades, dando énfasis a que el bloque de contenidos de
algebra debe ser desarrollado no solo en educacién secundaria, si no desde educacién
infantil. Desde esta perspectiva, el algebra tiene un enfoque multidimensional, ya que
los topicos que componen el blogue algebraico son variados, como la relacion entre
cantidades y funciones, comprension de patrones, el andlisis de situaciones y estructuras
matematicas utilizando simbolos algebraicos, el uso de modelos matematicos para

representar y comprender relaciones cuantitativas, entre otras.

En el curriculo espafiol el estudio del algebra se inicia en la educacion secundaria
(Ministerio de Educacion y Ciencia, 2007b), abordando temas como, la relacion entre
variables, la generalizacion de expresiones, la introduccion de letras en la escritura de
expresiones numeéricas. Por lo que los alumnos se introducen en el algebra a partir de
los 12 afios, cuando ya se han trabajado contenidos que podrian haber hecho de puente

entre esos contenidos y el algebra.

En el Real Decreto de Educacién Primaria (Ministerio de Educacién y Ciencia, 2007a),
en torno a los objetivos transversales, vemos como estos apuntan hacia el sentido critico

que deben tener los alumnos:

sentido critico, iniciativa personal, curiosidad, interés y creatividad en el
aprendizaje... Desarrollar las competencias matematicas bdsicas e iniciarse en la
resolucién de problemas que requieran la realizacion de operaciones elementales de
célculo, conocimientos geométricos y estimaciones, asi como ser capaces de aplicarlos

a las situaciones de su vida cotidiana. (p. 31488)

Las competencias en matematicas que hacen referencia a nuestro estudio en particular y

gue nos ayuda a la concrecion de nuestro objetivo de investigacion son:

...Forma parte de la competencia matematica la habilidad para interpretar y expresar

con claridad y precision informaciones, datos y argumentaciones... la competencia
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matematica supone la habilidad para seguir determinados procesos de pensamiento

(como la induccion y la deduccion, entre otros)... (p. 31493-31494)

En la definicion del area de conocimiento de matematica el curriculo hace mencion a
“... Los nihos y las nifias deben aprender matematicas utilizdndolas en contextos
funcionales relacionados con situaciones de la vida diaria... ” (p. 31555). En cuanto al
desglose de los contenidos por ciclos, nos encontramos que en el primer ciclo (1° y 2°
curso de educacion primaria), los alumnos tienen la nocion de serie y como esta se
construye, relacionando los nUmeros a traves de sumas iteradas, se les pide
explicitamente que sean capaces de relacionar y comunicar los resultados que van
obteniendo. En el 2° ciclo (3° y 4° de educacién primaria), los alumnos tienen por
objetivo utilizar los numeros para codificar informacién, utilizarlos en situaciones
reales, explicando los procesos y resultados en forma oral y escrita. En el 3° ciclo (5° y
6° curso de educacion primaria), nos encontramos con, “Resolucion de problemas de la
vida cotidiana utilizando estrategias personales de calculo mental y relaciones entre los
nameros, explicando oralmente y por escrito el significado de los datos, la situacion

planteada, el proceso seguido y las soluciones obtenidas” (p. 31562).

El curriculo de educacion infantil (Ministerio de Educacién y Ciencia, 2007c) se
detallan algunas nociones que abordan tangencialmente el desarrollo del pensamiento
funcional en edades tempranas (edades comprendidas entre 3 y 5 afios). Como objetivo
de este ciclo escolar, queda de manifiesto que las directrices curriculares hacen

referencia al desarrollo de las relaciones I6gico-matematicas.

Observamos que, a medida que los cursos van avanzando, se hacen méas explicitos los
conceptos de relaciones entre las magnitudes, y al analisis de estas relaciones
numéricas. En ningin momento del curriculo espafiol se hace referencia explicita a la
integracion del algebra en educacién primaria. Sin embargo, si existen contenidos en los
cuales se pueden incluir situaciones que sean de provecho en la introduccion del

pensamiento funcional.
2.2.2. Funciones

Una funcién es una relacion entre dos conjuntos de datos, donde hay una dependencia
de los valores de uno 0 méas conjuntos de datos respecto de otro(s). En este trabajo nos

centraremos en las funciones que relacionan dos conjuntos de datos. Las funciones
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cumplen con las condiciones que a cada elemento del conjunto de partida le
corresponde un unico elemento en el conjunto de llegada. Las funciones se pueden
expresar a través de diferentes sistemas de representacion, como son el grafico, tabular,

pictorico o simbdlico.

Usualmente se representa con x a la variable independiente y por y o f(x) a la variable
dependiente, al conjunto de todos los valores que toma la variable independiente es el
dominio de la funcion y el conjunto de todos los valores que toma la variable
dependiente es el rango o recorrido de la funcion (Spivak, 1996).

Hay dos tipos de funciones, las algebraicas y las transcendentales. En las funciones
algebraicas nos encontramos con las racionales, polindmicas y radicales (por parte). En
las funciones transcendentales tenemos a las funciones exponenciales, logaritmica y
trigonométricas (Thomas, 2006). A continuacion se presenta un resumen grafico de los

tipos de funciones, adaptado a las necesidades de nuestra investigacion.

TIPOS DE FUNCIONES

Algebraicas Transcendentales
e B

1 | | 1 1 | | 1

. L Radicales . . . L
Racionales Polinémicas Exponenciales Logaritmicas Trigonométricas

(por parte)
[

| | | | 1

Lineales Cuadraticas De grado superior,

Figura 2.1. Tipos de funciones

En nuestra investigacion trabajamos con un tipo concreto de funciones polinémicas: las
funciones lineales. Las funciones lineales son de la forma f(x)=mx+b, donde m es la

pendiente de la recta 'y b es el punto de corte con el gje Y.

Merino et al. (2013) distinguen dos relaciones que se pueden establecer en las funciones
de dos variables, dependiendo de los valores de la variable que se conocen: relacion

directa y relacion inversa.

Departamento de Diddctica de la Matemdtica. UGR,
-14 -



Pensamiento funcional de alumnos de primero de educacion primaria: Un estudio exploratorio

El autor trabaja con la relacion que se puede establecer entre el nimero de mesas y las
personas que se pueden sentar alrededor de ellas, estamos frente a lo que define como
relacion directa, dado el nimero de mesas puedo descubrir el nimero de nifios que se
pueden sentar a su alrededor, en cambio, cuando el autor le da como dato conocido el
numero de nifios que estan sentados y requiere el nimero de mesas que son necesarias,

estamos frente a lo que define como relacion inversa entre las variables.

En educacion infantil y educacion primaria no expresamos las funciones mediante
simbolismo algebraico, sino que es habitual utilizar el lenguaje natural. Asi, se tiene que
para la funcion identidad (f(x)=x), se pueden utilizar expresiones verbales, como “los

2

mismos que...” o “tantos como...”, para indicar la relacion entre los dos conjuntos
involucrados, haciendo referencia a que ambos poseen la misma cantidad de elementos.
Otras funciones lineales que se utilizan cominmente son el doble o la mitad, f(x)=2x o
f(x)=x/2. Podemos generalizar a las expresiones a f(x)=ax o f(x)=x/a (con a diferente de
0, cuando a es denominador). También se puede utilizar expresiones verbales como

“tengo dos mas que tu...” (f(x)=x+2) o “tengo dos menos que tu...” (f(x)=x-2).
2.2.3. Patrones

La busqueda de patrones entre los conjuntos numéricos involucrados en las funciones
sirven al nifio para desarrollar el pensamiento funcional y establecer el término general

de la funcion.

Los patrones son considerados como “algo” que se repite con regularidad (Castro,
1995). Lo comun, lo repetido con regularidad y que se prevé que puede volver a

repetirse (Castro, Cafladas y Molina, 2010).

Moss y London (2011) trabajan con alumnos de 2° de educacion primaria, de diferentes
escuelas de Estados Unidos y de Canada, se les presentan a los alumnos patrones de
crecimiento geométricos y numéricos, llegan a la conclusion que la utilizacion de
patrones crecientes ayuda a los alumnos a desarrollar el pensamiento funcional, ya que
ellos deben crear sus propios patrones y verificar si son correctos, defendiendo su

postura frente a la clase.

Radford (2012) trabaja en una investigacion longitudinal con alumnos de 2° a 4° de
educacién primaria, donde ven la evolucion del lenguaje, corporal y simbolico, en la

busqueda de patrones geométricos. Los alumnos en 2° de educacion primaria, tienden a
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utilizar el conteo de las figuras, sin crear relaciones que vayan mas alla de dar una
respuesta a la pregunta planteada, sin embargo, con ayuda de la maestra, son guiados en
la forma de establecer patrones para la figura dada y generalizar ese patron. En 3° grado
se observa una evolucion del lenguaje y de la aplicacion de la técnica para encontrar
patrones aprendida el afio anterior. En 4° grado, los alumnos establecen sin problemas
los patrones y son capaces de generar mas de una expresion algebraica que determine
ese patron. Concluye el autor, con la reflexion de que podemos incluir actividades

algebraicas en lo cotidiano y los alumnos van a reaccionar a ellas de forma positiva.
2.2.4.  Generalizacion

Segun Piaget (1978), la generalizacion es un proceso de abstraccion empirica y solo
basta con el paso de algunos a todos, ya que es de caracter extensional, también nos
propone que la generalizacion es fundamental en la construccién de conocimiento, que
estd sometida a la abstraccién y que tiene como tarea fundamental el encontrar

relaciones reales entre los objetos en estudio.
Kaput (1999) define generalizar como:

. extender deliberadamente el rango de razonamiento o comunicacion mas alla del
caso 0 casos considerados, identificando explicitamente y exponiendo similitud entre
casos, 0 aumentando el razonamiento o comunicacion a un nivel donde el foco no son
los casos o situacion en si mismos, sino los patrones, procedimientos, estructuras, y las

relaciones a lo largo y entre ellos (p. 58).

En Cafadas y Castro (2007) se describe la generalizacion como una expresion que
abarca a todos los casos posibles, que se construye a través de la induccion comenzando
con casos particulares. La generalizacion es un paso clave dentro del proceso de
razonamiento inductivo, que parte de casos particulares y busca expresar el término

general.

En el estudio de Lannin (2005) podemos ver los tipos de generalizacion que los
alumnos utilizan en las tareas asignadas, se destacan el de la generalizacion empirica y
el de generalizar a través de un ejemplo genérico. Al principio de la investigacién, que
se realiza con alumnos de 6° grado, los alumnos no dan importancia a la justificacion de

la generalizacion. Al tratarse de una investigacion de disefio, a medida que van
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interactuando en la instruccion sobre la generalizacion y que el investigador los va
formando, los alumnos enriquecen su vocabulario y formalizan la generalizacion a

través de la justificacion de sus decisiones.

Merino et al. (2013) trabajan el pensamiento funcional con alumnos de 5° de educacion
primaria en la realizacion de tareas de generalizacion. A través de un ejemplo genérico,
los alumnos establecen relaciones funcionales entre las variables. Concluyen que los
tipos de representaciones que los alumnos utilizan son variados, que logran generalizar

y que evidencian en sus producciones utilizacion de pensamiento funcional.

Butto y Rojano (2009) desarrollan su investigacion con 12 alumnos de 5° de primaria.
Las autoras introducen el concepto de variacioén proporcional y generalizacion con la
ayuda de lapiz y papel y el programa Logo. Concluyen que los alumnos pueden trabajar
conceptos algebraicos en edades anteriores a la formalizacion, en diferentes tipos de
tareas y con diversos materiales de apoyo como lo son la utilizacion de lapiz y papel o
el manejo del programa computacional Logo.

2.2.5. Estrategias de resolucion de tareas que involucran relaciones funcionales

Las estrategias son las diferentes formas o caminos que el alumno utiliza para resolver
el problema, especificamente, en nuestra investigacién nos basamos en la relacién
funcional que los alumnos establecen entre las variables involucradas, las cuales los
conducen a la posterior generalizacion. Establecer una estrategia valida o adecuada,

Ilevara a dar una respuesta correcta.

Cafiadas (2007) plantea la secuenciacion de siete pasos que podemos utilizar como
estrategia en resolucion de problemas en los que se busca llegar a la generalizacion:
(@) trabajo con casos particulares, (b) organizacion de los casos particulares,
(c) identificaciébn de patrones, (d) formulacién de conjeturas, (e) justificacion,
(f) generalizacion y (g) demostracion. Los pasos previos a la generalizacion se

consideran importantes pero no imprescindibles para lograr la generalizacion.

Las estrategias que los alumnos identifican en una relacion funcional, dependen de cuél
sea la relacion que adopte el alumno. Podemos observar una relacion funcional, tratando
de buscar cual es la relacion entre dos magnitudes, observar la progresion de cada una
de las variables involucradas en el problema, la diferencia entre dos pares de datos
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consecutivos, establecer cuanto mas (o menos) es una magnitud respecto a la otra, entre

otras relaciones que podrian establecer.

Merino et al. (2013) trabajan con alumnos de 5° de educacion primaria, se les pide que
encuentren un patrén para dar respuesta a las cuestiones de relacion directa de las mesas
(ver figura 2.2), donde deben sentar a dos nifios en los costados de las mesas y a dos en
las cabeceras, segun vayan colocando mas mesas, llegando a establecer un patrén entre
el nimero de mesas y el nimero de nifios. Observamos que los alumnos utilizan una
diversidad de estrategias, algunas erréneas y otras correctas, Mx2+2, M+M+2,
M+M+1+1, M+8, Mx4 (donde M representa el nUmero de mesas utilizadas), respuesta
directa y conteo de dibujos. Todas estas fueron estrategias que los alumnos utilizaron

para resolver el problema.

©0 6O

© N ¢

©e e

Figura 2.2. Ejemplo generador (Merino et al. 2013)
Las estrategias que establecen estos autores en el proceso de generalizacion, son:

Conteo (los alumnos cuentan elementos para dar respuesta a la cuestion), uso de
patrén (los alumnos identifican algun patron, que puede ser completo/incompleto y
apropiado/inapropiado, para una cuestion concreta), operacion sin uso de patrén (los
alumnos utilizan alguna operacion que no podemos relacionar con un patrén para la
cuestion), y repeticion de enunciado (los alumnos repiten las instrucciones dadas en el

enunciado general de la prueba) (p. 29).

En Cafiadas et al. (en revision) trabajan el uso de diferentes estrategias para llegar a la
generalizacion, identificamos el uso de la covariacion entre las variables, también los
alumnos identifican el doble de la variable o la serie de 2 en 2, los alumnos logran

establecer estas estrategias por la utilizacion de material manipulativo.
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2.3.  Sistemas de representacion

En este apartado definimos los sistemas de representacion, presentando algunos
ejemplos. Finalmente nos centramos en aquellos sistemas de representacion que son
relevantes por el contenido matematico en el que se centra nuestra investigacion: las

funciones.

En la literatura encontramos diferentes definiciones de representaciones y de sistemas
de representacion (e.g., Brizuela, Carraher y Schliemann, 2000; Brizuela y Lara-Roth,
2002; Cafiadas y Figueiras, 2011; Gémez, 2007; Rico, 2009), aunque todos coinciden
en que una representacion nos sirve para expresar contenidos matematicos y que
diferentes representaciones destacan ciertas caracteristicas de cada contenido. En el caso
de los sistemas de representacion, existen unos signos o simbolos propios de cada

sistema y existen unas reglas para crear, transformar y relacionar esos signos.

Gbmez (2007) define los sistemas de representacion como “los sistemas de signos por
medio de los cuales se designa un concepto” (p. 41) y que cada sistema de

representacion permite resaltar ciertos significados de ese concepto.

El pensamiento funcional involucra a las funciones que, como contenido matematico,
conlleva una serie de sistemas de representacion asociados. Cada uno de esos sistemas
de representacion pone de manifiesto unos u otros significados de este contenido. El
sistema de representacion simbolico es muy importante para las funciones, incluyendo
tanto los nimeros como las letras. Sin embargo, no es uno de los sistemas de
representacion clave para los nifios de educacion primaria porque no estan
familiarizados con él. El uso del lenguaje natural (sistema de representacion verbal) es
especialmente util para los alumnos de los primeros cursos porque les resulta cercano
(Canadas et al. en revision; Radford, 2011). Los investigadores en early algebra tienen
una vision sobre los sistemas de representacion asociados al pensamiento funcional y
consideran que incluye, pero no restringe, el pensamiento con notacién algebraica, y se
pueden incorporar, ademas, el uso del lenguaje natural (oral y escrito), las tablas y los

gréficos.
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2.3.1.  Sistema de representacion verbal

El sistema de representacion verbal permite utilizar el lenguaje natural para exponer los
resultados que van obteniendo, de forma cohesionada y estructurada y permiten
expresar el proceso de razonamiento (Cafadas y Figueiras, 2011).

En la figura 2.3 recogemos un ejemplo de situacion expresada verbalmente.

Cantidad de bandejas de media docena necesarias

para tener una cierta cantidad de huevos

Figura 2.3. Ejemplo de los huevos.

La relacion funcional que estd inmersa en la situacion de la figura 2.3, expresada
mediante simbolismo algebraico, es f(x) = 6x, siendo x el nimero de bandejas y f(x) el

ndmero de huevos.

El sistema de representacion verbal puede ser Gtil en el enunciado de situaciones como
en la resolucion de las mismas. En la figura 2.4 mostramos ejemplos de la solucion
dadas por diferentes sujetos ficticios para la relacion mostrada en la figura 2.3 en el

sistema de representacion verbal.

Juan: En la primera bandeja hay 6 huevos y en la segunda bandeja también hay 6

huevos y asi seguimos hasta llegar a la Gltima bandeja.

Maria: Con cada bandeja de huevos agregamos 6 huevos a los que ya teniamos.

Antonia: Los huevos son 6 veces la cantidad de bandejas que tengamos.

Figura 2.4. Ejemplos de sistema de representacion verbal

Brizuela y sus colaboradores (Brizuela et al. 2000; Brizuela et al. 2014; Brizuela y Lara-
Roth, 2002), trabajan con entrevistas donde los alumnos se expresan verbalmente sobre
la relacion que establecen entre las variables, la cual se encauza para que los nifios
cambien de sistema de representacion al simbolismo algebraico o tabular, segun sea el

fin que persiga la investigacion.

Carfiadas et al. (en revisidn) proponen utilizar un lenguaje natural con el cual los nifios
estén familiarizados y plantearles todas las formas de representacion, inclusive la

notacion algebraica una vez han identificado el patron, asi el desarrollo del pensamiento
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funcional se ve enriquecido. Inician su investigacion empirica con la premisa que los
nifios tienen mas recursos para razonar de lo que se pensaba hace algunos afios.
Concluyen que en este &mbito del conocimiento la investigacién es muy reciente y que
se estan haciendo esfuerzos por desentrafiar la forma de utilizar el pensamiento

funcional de los nifios.
2.3.2.  Sistema de representacion simbdlico

Como lo expone Rico (2009, p. 8), el sistema de representacion simbolico es de caracter
alfanumérico, que se pueden simular mediante programas computacionales y cuya
sintaxis viene descrita mediante una serie de reglas y procedimientos. Para las

funciones, se suele distinguir entre el numérico y el simbolismo algebraico.

Los nifios de educacion primaria no estan familiarizados con el simbolismo algebraico,
por lo que este sistema de representacion se suele restringir a expresiones que

involucran nimeros.

En la figura 2.5 ponemos de ejemplo lo que se puede encontrar en el sistema de
representacion simbolico, en el problema de los huevos anteriormente mencionado
(figura 2.3).

6+6+6+6 12 3 4 5 (9

o n°H =6 xn°B
6y6yb6yb6 donde, H=huevos feg=ex| 78 9 10 11 (19
B=bandejas 13 14 15 16 17 (18)

Figura 2.5. Ejemplos de sistema de representacion simbolico

En la investigacion que lleva a cabo Brizuela et al. (2014), el objetivo es la introduccion
del simbolismo algebraico a través de la inclusion de letras, las cuales actuan como
variables. En sus conclusiones resaltan que los alumnos pueden adquirir un lenguaje de
letras como variables y evidencian el pensamiento funcional en la introduccion de éstas

variables en las tareas propuestas a los alumnos.
2.3.3.  Sistema de representacion pictérico
El sistema de representacion pictorico es aquel en el que intervienen dibujos.

Los dibujos ayudan al alumno a organizar la informacion que esta generando, en la cual

estd pensando y busca dar solucién al problema que le plantearon. Los dibujos también
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pueden recoger informacion presente del enunciado y sobre él puede el alumno hacer

anotaciones que le permiten resolver el problema.

En la figura 2.6 recogemos tres dibujos que representan la situacion de la figura 2.3 para

tres bandejas de media docena.

Figura 2.6. Ejemplo de sistema de representacion pictérico

Brizuela et al. (2000) hace una investigacion con alumnos de 3° de educacion primaria
en la que les plantean situaciones problematicas que deben resolver. El sistema de
representacion, que los alumnos utilizan con mayor frecuencia es el pictorico. Los
alumnos representan la informacién entregada por el profesor en este sistema de
representacion. La autora identifica como los estudiantes ponen de manifiesto la
relacion entre las variables implicadas en las tareas verbal y pictéricamente. A medida
que la instruccién avanza, como parte del estudio, los alumnos utilizan cada vez menos
el sistema de representacion pictérico, dando paso al sistema de representacion

simbdlico.
2.3.4.  Sistema de representacion tabular

El sistema de representacion tabular se basa en el uso de tablas que relacionan valores.
En el caso de las funciones con dos variables, las tablas permiten organizar la
informacién, relacionando los valores de las dos variables involucradas. Para que los
alumnos establezcan relaciones entre los valores de las columnas o filas de las tablas

que deben ir construyendo.

Siguiendo con el ejemplo de la figura 2.3, en la figura 2.7 mostramos un ejemplo en el

sistema de representacion tabular.

N° de bandejas N° de huevos
1 6
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N° de bandejas

N° de huevos

2 12
3 18
4 24

Figura 2.7. Ejemplo de sistema de representacion tabular

Brizuela y Lara-Roth (2002) estudian los distintos modos de utilizacién de las tablas por

los alumnos en la resolucidon de tareas, los autores ponen de manifiesto lo Utiles que son

las tablas para ayudar a los alumnos a avanzar en el establecimiento de las relaciones

funcionales. La creacion de tablas y el analisis por parte de los alumnos de los datos que

estas organizan, hacen que ellos identifiquen las relaciones existentes entre las variables

con mayor facilidad que cuando los datos se encuentran de manera desordenada.
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CAPITULO 3. OBJETIVOS DE INVESTIGACION

En este capitulo, con base en los elementos introducidos en el capitulo anterior,
presentamos el objetivo general de la investigacion y lo desglosamos en tres objetivos

especificos.
3.1.  Objetivo general

El objetivo general de esta investigacion es “Describir el pensamiento funcional de

alumnos® de primero de educacién primaria en Espafia”.
3.2.  Objetivos especificos

Para abordar el objetivo general propuesto, lo desglosamos en los siguientes objetivos

especificos.

OE1l Identificar y describir las estrategias utilizadas por los alumnos en tareas
que involucran una relacién funcional lineal directa entre dos variables, prestando

especial atencion a los diferentes tipos de patrones que utilizan.

OE2 Identificar y describir estrategias utilizadas por alumnos en tareas que
involucran una relacion funcional inversa, una funcion lineal con término

independiente y una relacion funcional lineal entre varias variables.

OE3 Describir los sistemas de representacion que los alumnos utilizan en la

resolucion de las tareas sobre las funciones propuestas.

Con base en los objetivos de investigacion propuestos, disefiamos este estudio.

' En este trabajo utilizaremos la palabra “alumnos” para hacer referencia tanto al masculino como al
femenino de este término.
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CAPITULO 4. MARCO METODOLOGICO

En este capitulo describimos los aspectos metodoldgicos de este estudio. Para ello,
describimos el tipo de investigacion, caracterizamos los sujetos que participan,
describimos el disefio de los instrumentos para la recogida de datos, el procedimiento de

esta recogida, y las categorias definidas para el analisis de datos.
4.1.  Tipo de investigacion

Esta investigacion es de caracter exploratorio y descriptivo (Herndndez, Fernandez y
Baptista, 2010). Exploratorio, porque las investigaciones que hay en torno a este tema
son recientes y escasas. El estudio es descriptivo porque el analisis de los datos pretende

describir los procesos de los alumnos en torno a su pensamiento funcional.

Se trata de un estudio de campo exploratorio, pues no hay informacion sobre el
pensamiento funcional de los alumnos de primero de educacion primaria en Espafia.
Pretendemos recopilar informacion que sea la base para posteriores investigaciones, con
la intencidn de sentar la base para una posterior Tesis Doctoral sobre el desarrollo del

pensamiento funcional en las primeras edades.

Nuestro trabajo es una investigacion transversal ya que esta situada en un momento
especifico de la vida de estos estudiantes. Recogemos informacion de un grupo de
estudiantes de primero de educacion primaria, elegido intencionalmente, a los que
aplicamos una prueba escrita. De ellos, elegimos a cuatro estudiantes, a los que
realizamos una entrevista semiestructurada. Tanto la prueba escrita como el guién de la

entrevista fueron elaborados por las investigadoras.
4.2.  Sujetos

Con base en nuestros objetivos, seleccionamos una muestra intencional compuesta por
32 nifios, que cursan primero de primaria en el periodo académico 2013-2014, en el
Colegio San José, Granada. Los nifios tenian edades comprendidas entre los 6 y 7 afios
en el momento de la recogida de la informacion. El colegio incluye educacién infantil,

primaria y secundaria, €s un centro concertado y tiene dos grupos por cada curso.
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En cuanto a los conocimientos previos de los alumnos, ellos no habian trabajado con los
sistemas de representacion, patrones numéricos o algebraicos y no se les ha instruido
sobre los procesos de generalizacion. Esto no es de extrafiar porque, estos topicos no
estan incluidos en el curriculo actual del primer curso de educacion primaria. Sin
embargo, si habian trabajado en educacion infantil la identificacion de patrones
geométricos y las maestras manifestaron que habian trabajado las seriesde 1 en 1y de 2
en 2, como actividades de conteo en matematicas, pero no estaban asociadas a ningln

contexto especifico.

Algunos alumnos presentan caracteristicas especificas: un alumno con hiperactividad y
dos alumnos no lectores. Los tres reciben apoyo continuo de la psicopedagoga. También

nos encontramos con que la mitad del grupo esta iniciandose en la escritura.

Tuvimos en cuenta las caracteristicas de los sujetos para el disefio de la investigacion.
4.3.  Disefio de la recogida de la informacion

Inicialmente, teniamos previsto proponer una prueba escrita con una serie de tareas en
las que los sujetos pudieran poner de manifiesto su pensamiento funcional. Ademas,
teniamos en mente la realizacion de entrevistas. Dadas las dificultades con la lectura que
presentan algunos de los sujetos, decidimos hacer una presentacion inicial ante toda la
clase, donde planteamos las tareas de forma oral. Ademas, decidimos introducir las
actividades a través de recursos manipulativos para facilitar su comprensién (a ellos no
les entregamos el material concreto en la prueba escrita, pero si en las entrevistas).
Elaboramos material igual al que tenian impreso pero de forma que pudiéramos
manipularlo y, simultdneamente, les sirviera para entender en qué consistia la prueba
escrita. A continuacién, hubo un tiempo destinado al trabajo individual en el que los
alumnos debian responder a una serie de tareas de forma escrita e individualmente.
Durante esta parte del trabajo podian preguntar dudas sobre los planteamientos a las
investigadoras. Esto también sirvio para, tener una primera aproximacion del tipo de
respuesta que daban los alumnos a las tareas propuestas porque continuamente nos

pasedabamos por el aula.

Al aula entramos la investigadora (autora de este TFM) y la tutora del trabajo. Fue labor

de la autora del TFM presentar la prueba escrita a la clase, explicarles como completar
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las diferentes tareas propuestas (les entregamos tareas individuales por escrito para que
las cumplimentaran y las explicaran), utilizando materiales manipulativos. Registramos
lo acaecido mediante camaras de video y audio. Durante el tiempo de trabajo individual,
tanto la autora como la tutora, hicimos un seguimiento de la resolucion de las tareas y

resolvimos dudas. La tutora tomo algunas notas escritas e hizo fotografias.

Con base en la informacion recogida del trabajo individual, seleccionamos a algunos
sujetos para la realizacion de entrevistas semiestructuradas. Los criterios que utilizamos
para la seleccion son la utilizacién de patrones Unicos, o bien la representatividad que
tenga la estrategia en el grupo. El fin de las entrevistas es complementar la informacién
recogida a través de las pruebas escritas y profundizar en el pensamiento funcional que
evidenciaban estos alumnos. Para ello, preguntamos sobre la prueba escrita e incluimos
algunas cuestiones adicionales que presentaremos mas adelante. Dado que en las
entrevistas introdujimos materiales manipulativos, también analizamos si esto les ayudo
en la resolucion de la tarea. Los estudiantes que fueron seleccionados para la realizacion
de las entrevistas fueron aquellos que en la prueba escrita evidenciaron una estrategia de
representacion de la solucion innovadora o diferente a la de sus compafieros, o que
habian incurrido en errores en la solucion y necesitabamos que verbalizaran la
explicacion (escasa o nula) que dieron por escrito. Finalmente seleccionamos a 4

alumnos para realizar las entrevistas.
4.4.  Instrumentos de recogida de informacion

Utilizamos dos instrumentos de recogida de informacion, que describimos en este

apartado: (a) prueba escrita y (b) entrevista semiestructurada.

4.4.1. Disefio de la prueba escrita

El disefio de la prueba escrita parte del interés por elaborar tareas que evidenciaran en
los alumnos la presencia de pensamiento funcional. Disefiamos una tarea en un contexto
cercano y ameno para los sujetos (un cumpleafos), que involucraran diferentes
variables, con relaciones funcionales que pudieran ser abordados por los sujetos en 1,5

horas de trabajo maximo, para evitar el cansancio.

Las variables de tarea que consideramos fueron: (a) nimero de variables involucradas,

(b) tipo de relacidon entre las variables, (c) tipo de relacion funcional, (d) tamafio de los
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numeros implicados, (e) sistemas de representacion empleados en el enunciado,
(f) sistemas de representacion en el que se les pedia la respuesta, (g) preguntas sobre

casos particulares consecutivos y no consecutivos.
Namero de variables involucradas

En cada tarea se trabaja con la relacion entre dos variables, la variable independiente
para todas las relaciones es la misma. En la entrevista hay una tarea que incluye las 4

variables involucradas en la investigacion, a la cual denotamos por varias variables.
Tipo de relacion entre las variables

Las relaciones que fueron estudio de esta investigacion son la relacion directa, si al
alumno se le entrega como dato conocido el valor de la variable independiente y se le
pide que encuentre el valor de la variable dependiente, estamos frente a una relacion
inversa cuando el grado de dependencia se invierte y hacemos referencia a la relacion de

varias variables cuando son més de dos las variables involucradas.
Tipo de relacion funcional

Las relaciones funcionales que estdn inmersas son polinémicas lineales de la forma

f(x)=mx + b.
Tamario de los numeros implicados

Los nameros utilizados como variable independiente fueron 1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 20 y
100. Los primeros cinco casos se tomaron de forma consecutiva para que los alumnos
percibieran la relacién entre las variables, luego se les entregan casos particulares
lejanos y no consecutivos, el octavo, décimo y vigésimo término, para obligar al nifio a
abstraer la relacion numeérica, y por ultimo una generalizacion de un caso particular

lejano, al hacerles una pregunta abierta sobre el valor 100.
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Sistemas de representacion empleados en el enunciado

Los sistemas de representacion que fueron utilizados en los enunciados de las tareas son

pictorico, simbdlico, verbal y tabular.
Sistemas de representacion en el que se les pedia la respuesta

Como se definid en el apartado anterior se les hizo mencién a los alumnos en forma oral
que ellos podian utilizar la forma de explicacion que quisiesen, haciéndoles explicito
que podian escribir un nimero u operaciones (simbolico), hacer un dibujo (pictérico), o

escribir con palabras (verbal) lo que pensaban.
Preguntas sobre diferentes casos particulares y generalizacion

Para esta investigacion, utilizamos la continuacién para los primeros cincos términos de
la relacion (consecutivos) y la extrapolacion para los casos particulares 8, 10, 20 y 100
(no consecutivos); pudiéndose considerar 20 y 100 como generalizacion, por no ser

casos particulares consecutivos ni cercanos para el &mbito numérico de los alumnos.

Tras varias revisiones en las que tuvimos en cuenta otras cuestiones como que el
contexto fuera cercano y llamativo para los nifios de la muestra segun la revisiéon de
antecedentes y que los alumnos en su mayoria estaban aprendiendo a escribir, nos llevo
a confeccionar un instrumento que recogiera la informacion que necesitabamos para
lograr los objetivos. Llegamos a lo que consideramos la primera versién de prueba, que
utilizamos en el estudio piloto 1 (ver Anexo A).

4.4.1.1. Estudio piloto 1

Aplicamos la primera version de la prueba a una nifia de 4 afios de edad, elegida
intencionalmente, con resultados académicos superiores a la media de alumnos de esa
edad, en forma de entrevista semiestructurada. Le explicamos lo que debia ir haciendo
en cada una de las tareas y le fuimos preguntando que hacia y como se lo podria

explicar a otra persona.

La entrevista tuvo una duracién 1 hora y 10 minutos y nos permitio obtener las
siguientes conclusiones. Por un lado, la alumna entendio lo que se le pedia y las

respuestas pusieron de manifiesto relaciones entre las variables implicadas en la tarea
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(ejemplo de pensamiento funcional), utilizando frases como “a cada nifio le toca un
gorro, entonces 5 gorros, 5 nifos”. En esta ocasion, la alumna explicité la
generalizacion directa verbalmente. También trabajamos con ella la relacion inversa, la
cual tampoco le conllevé mayor dificultad y la relacion funcional entre varias variables

que resolvio sin dificultad.

Después de llevar a cabo el primer estudio piloto, analizamos las dificultades y
fortalezas. Tras este analisis, decidimos incluir una tercera relacion funcional (relacion
f(x)=5x), una tarea con un valor independiente (relacion f(x)=x+1), incluir Unicamente
la relacion directa en la prueba escrita y dejar la relacion inversa y varias variables en la
entrevista, esto debido al tiempo que conlleva la introduccién de una tercera y cuarta
tarea, estamos duplicando el nimero de tareas y aumentando la complejidad de las
mismas, ademas hay que considerar el tiempo que demanda el trabajo con el gran grupo.
Tras estas decisiones, produjimos una segunda version de la prueba (ver Anexo B),

Utilizamos esta version en el estudio piloto 2.
4.4.1.2. Estudio piloto 2

Realizamos el segundo estudio piloto a un nifio de 6 afios de edad que cursa primero de
primaria en un colegio publico de la ciudad de Granada. El nifio es no lector y es
elegido de manera intencionada. La tarea se le aplic en forma de prueba escrita, sin
mayor instruccion de lo que debia hacer. Este nifio dedicé mucho tiempo a dibujar en
forma correcta los dibujos que representan los elementos de las relaciones, dedicandole
demasiado tiempo a los detalles de los dibujos. Logré identificar la primera relacién
funcional (relacion f(x)=x) de forma correcta, pero se agota al ver el nimero de folios
que se le entregd. En la segunda relacion (relacion f(x)=3x) repartié a cada nifio un
elemento, sin tomar en cuenta la relacion de la unidad uno a tres entregada como
primera pareja de datos y procedié de la misma manera con las siguientes relaciones

(f(x)=bx y f(x)=x+1), tratando de terminar rapidamente.

Después de analizar los datos obtenidos en el estudio piloto 2, tomamos algunas

decisiones para la version definitiva de la prueba.

e Los dibujos no deben tener muchos detalles, para que no actien como distractores.
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e Es importante explicar a los nifios en la pizarra como introducir datos relativos a los

primeros casos particulares en una tabla.

e Es mejor entregarles la prueba separando las tareas (no todos los folios

simultaneamente).

¢ En la entrevista trabajaremos con la relacion inversa, relacion entre varias variables y

con la inclusion de un término independiente en la relacion.
4.4.1.3. Prueba escrita definitiva

Tras la realizacién de los dos estudios pilotos y sucesivas modificaciones tras los
resultados obtenidos en los mismos, disefiamos la prueba definitiva, que la presentamos

en el Anexo C.

Para esta investigacion le planteamos a los alumnos tres relaciones funcionales lineales
distintas, que tenian que ver con objetos presentes en una fiesta de cumpleafios, en los
cuales debian rellenar los casilleros vacios de una tabla, segin el ambito numeérico en el

cual se manejan los alumnos.
Tarea 1

Relacién entre nimero de nifios y numero de gorros que deben comprarse para la fiesta
de cumpleafios. Para la tarea 1, la funcion identidad es la que determina la relacion entre
las variables, o bien, f(x)=x, donde el valor de la variable independiente es siempre
igual al valor de la variable dependiente. Se les da explicita la relacién 1 nifio-1gorro y
se les pregunta por los siguientes casos particulares, 2, 3, 4, 5, 8, 10 y 20 nifios y como

explicarian a la mama la compra de gorros de haber 100 invitados a la fiesta.
Tarea 2

Relacion entre numero de nifios y nimero de piruletas que deben comprarse para la
fiesta de cumpleafios. Para la tarea 2, la funcidn que determina esta relacion es f(x)=3x,
donde el valor de la variable independiente es siempre un tercio del valor de la variable
dependiente, o bien el valor de la variable dependiente es el triple del valor de la
variable independiente. Se les da escrita en el folio la relacion 1 nifio-3 piruletas y ante

el gran grupo se hace explicita la relacion 2 nifios-6 piruletas, se les pregunta por los
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siguientes casos particulares, 3, 4, 5, 8, 10 y 20 nifios y como explicarian a la mama la

compra de piruletas de haber 100 invitados a la fiesta.
Tarea 3

Relacion entre nimero de nifios y nimero de globos que deben comprarse para la fiesta
de cumpleafios. Para la tarea 3, la funcion que determina esta relacion es f(x)=5x, donde
el valor de la variable independiente es la quinta parte del valor de la variable
dependiente, o bien el valor de la variable dependiente es el quintuple del valor de la
variable independiente. Se les da escrita en el folio la relacién 1 nifio-5 globos y ante el
gran grupo se hace explicita la relacion 2 nifios-10 globos, se les pregunta por los
siguientes apartados, 3, 4, 5, 8, 10 y 20 nifios y como explicarian a la mama la compra
de globos de haber 100 invitados a la fiesta.

4.4.2. Entrevistas semiestructuradas

La entrevista (Anexo D) consta de dos partes. En la primera se pretende complementar
la informacion del trabajo del alumno en la prueba escrita. Para ello, con sus
producciones escritas delante, se le hacen preguntas como por ejemplo, ¢Qué hiciste?
¢Cdémo lo pensaste? ;Como se lo explicariamos a la mamé de Lola? ;Podriamos saber
la solucion para 100 nifios? En la segunda parte de la entrevista, utilizamos una tarea
escrita que involucra la relacion inversa de las variables trabajadas en la prueba escrita
inicial, la inclusion de un término independiente en la relacion (f(x)=x+1) y la relacion

entre varias variables dado solo uno de los términos de esta relacion.

A continuacion detallaremos las tareas utilizadas en la entrevista, las variables son las

mismas que se utilizaron en la prueba escrita.
Tarea 1 entrevista

Relacion inversa entre numero de nifios y nimero de gorros que deben comprarse para
la fiesta de cumpleafios, se les da escrita en el folio la relacion 3 nifios-3 gorros y se les
pregunta por el nimero de nifios dados 7 y 12 gorros. Oralmente les preguntamos cémo

se podia obtener esa informacion.
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Tarea 2 entrevista

Relacion entre numero de nifios y numero de gorros que deben comprarse para la fiesta
de cumpleafios, si a la cumpleariera se le debe comprar un gorro diferente al de los
invitados, se les da escrita en el folio la relacion 2 invitados-3 gorros y se les pregunta
por el nimero de gorros dados 4, 9 y 12 invitados. Oralmente les preguntamos como se

podia obtener esa informacion.
Tarea 3 entrevista

Relacion inversa entre numero de nifios y nimero de piruletas que deben comprarse
para la fiesta de cumpleafios, se les da escrita en el folio la relacién 1 nifio-3 piruletas y
se les pregunta por el nimero de piruletas dados 6 y 15 gorros. Oralmente les

preguntamos como se podia obtener esa informacion.
Tarea 4 entrevista

Relacion inversa entre nimero de nifios y nimero de globos que deben comprarse para
la fiesta de cumpleafios, se les da escrita en el folio la relacién 1 nifio-5 globos y se les
pregunta por el nimero de nifios dados 10 y 25 globos. Oralmente les preguntamos

coémo se podia obtener esa informacion.
Tarea 5 entrevista

Relacion entre varias variables, nUmero de nifios, nimero de gorros, nimero de
piruletas y niamero de globos que deben ser comprados para la fiesta de cumpleafos, se
les da escrita en el folio el dato que se tienen 9 piruletas y se les pregunta por el nUmero
de nifios, nimero de gorros y numero de globos que son necesarios para esas 9 piruletas,

se les pregunta como lo descubrieron.
4.5.  Recogida de la informacion

Para que la presencia de las investigadoras no creara un sesgo de la informacion que
queriamos recibir de los alumnos, al ser tan pequefios, la autora de este TFM y su tutora,
asistimos al aula durante el mes anterior a la recogida de la informacién. Esta
intervencion consistio en ayudar en diversas tareas, atendiendo a los alumnos que

necesitaban algun apoyo o tenian dudas sobre las tareas que la maestra les requeria. Este
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apoyo no tenia relacién con matematica. Con esta actuacion, los alumnos se sintieron
coémodos en el momento de la recogida de datos y en las entrevistas personales. La

maestra habitual de los nifios estuvo presente pero no intervino (ver figura 4.1).

Figura 4.1. Imagen de la aplicacién de la prueba escrita

En la recogida de informacion a través de la prueba escrita, los sujetos trabajaron
individualmente tras las explicaciones generales sobre la tarea dadas por la autora de
este TFM al gran grupo. Tanto investigadora como tutora estuvieron presentes para
aclarar dudas puntuales que pudieran surgir y tomaron notas de aquellas cuestiones que
pudieran resultar relevantes para los objetivos de investigacion o para la realizacion de
las entrevistas semiestructuradas. Los alumnos realizaron la prueba escrita en una sesion
de trabajo de 1 hora y 40 minutos el dia 2 de abril del presente afio, en el aula habitual
de los alumnos participantes. Asistieron un total de 32 alumnos. Quedd registro de la
sesion en audio y video. Ademas, hicimos fotografias de diferentes momentos

significativos. Las producciones escritas de los alumnos se encuentran el Anexo E.

La recogida de datos se llevd a cabo como lo teniamos previsto. Los nifios se portaron

correctamente y tuvieron excelente disposicion.
Realizamos las entrevistas en los dos dias siguientes a la recogida de datos; en la
biblioteca del colegio el primer dia y en un salén pequefio el segundo dia. Los dos
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lugares son acogedores y tranquilos, con la Unica presencia, del nifio y la autora de este
TFM, que fue la encargada de realizar las entrevistas. Ademas, se le proporciono
material concreto: tarjetas con dibujos de nifios, gorros, coronas de princesas, globos y
piruletas, en cantidad suficiente para que los utilizaran si lo encontraban necesario (ver
figura 4.2).

Figura 4.2. Aplicacion de la entrevista

Las entrevistas fueron grabadas en audio en su totalidad y se tomaron algunas fotos de
lo que los alumnos hicieron con el material manipulativo. Las transcripciones de las

entrevistas se encuentran en el Anexo F.

En el Anexo G, encontramos fotografias de los materiales manipulativos utilizados en la

entrevista y en la explicacion al gran grupo.
4.6.  Categorias para el analisis de datos

Partimos de las categorias utilizadas por Merino et al. (2013), y que hemos descrito en
el marco tedrico. Adaptamos estas categorias para que aporten al desarrollo del objetivo
de esta investigacion con base en la informacion recogida y segun la teoria
fundamentada (Corbin y Strauss, 1990). Finalmente, utilizamos las siguientes
categorias: (a) responden, (b) correccion, (c) sistemas de representacién y
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(d) estrategias. A partir de estas categorias, definimos una serie de sub-categorias para
desglosar la informacion. A continuacion, describiremos las categorias y sub-categorias
identificadas y el significado que atribuimos a cada una de ellas.

4.6.1. Responden

Con la categoria respuesta identificamos si los alumnos contestan o no a cada uno de los
apartados de las tareas propuestas. Se trata de una categoria dicotomica que puede tomar

los valores si 0 no.

4.6.2. Correccion

La categoria correccion indica si los alumnos dieron una respuesta correcta. Se trata de

una categoria dicotomica que puede tomar los valores si 0 no.

4.6.3.  Sistemas de representacion

Con la categoria de sistemas de representacion, recogemos los sistemas de
representacion que emplea cada alumno en la resolucion de cada apartado de la tarea.
Los sistemas de representacion no son excluyentes, puesto que un alumno puede utilizar
mas de un sistema de representacion en su respuesta. Los sistemas de representacion

que hemos considerado en nuestra investigacion son: pictérico, simbélico y verbal.

4.6.4. Estrategias

La categoria sobre estrategias recoge el procedimiento que utiliz6 cada alumno para dar
respuesta a cada uno de los apartados de cada tarea. Estas categorias son excluyentes e

independientes de si la respuesta es correcta o0 no.
Conteo de dibujos

Consideramos que un alumno realiza un conteo de dibujos, cuando realiza un dibujo el

cual puede ir acompariado del respectivo valor numérico.
Respuesta directa

El alumno da una respuesta directa cuando responde Unicamente con un numero en el

casillero asignado a la respuesta.
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Asociacion de elementos en grupos

En esta categoria estan las respuestas en las que hay dibujos o nimeros de los

elementos, pero que de alguna manera hicieron grupos con estos elementos.
Cambia el nimero de nifios de la relacion

En esta categoria consideraremos las respuestas en las que los alumnos cambian el

ndmero de nifios dado de la relacion.
Otra estrategia

En esta categoria estan considerados los alumnos que establecieron alguna otra

estrategia, pero que no soluciona el problema.
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CAPITULO 5. ANALISIS DE DATOS Y RESULTADOS

En este capitulo analizamos la informacion obtenida por medio de los dos instrumentos
descritos en el capitulo anterior: la prueba escrita y la entrevista. Esta informacion la
podemos analizar desde diferentes puntos de vista: (a) un andlisis individual por cada
uno de los apartados que componen cada tarea, (b) un analisis individual de cada una de
las tareas, (c) un estudio individualizado por cada uno de los alumnos que formaron
parte de la muestra a través de sus producciones escritas o entrevistas o (d) un anélisis
de los resultados comparando las actuaciones en conjunto de todas las tareas y
apartados. Nos centraremos, por extension y tiempo, en el analisis por tarea y apartado
((a) y (b)), considerandose los otros analisis como lineas de continuacion abiertas sobre

el tema de esta investigacion.

El capitulo consta de dos apartados, que se corresponden con los dos instrumentos de
recogida de informacion utilizados. Mientras que en el primer apartado hacemos
referencia Unicamente a las pruebas escritas, en el segundo, combinamos informacion
procedente de ambos instrumentos, pues la entrevista se realiz6 para complementar la

informacion obtenida a través de la prueba escrita en primera instancia.

Para mantener el anonimato de los alumnos, hemos asignado al azar un namero del 1 al

32 para cada uno de ellos.

5.1.  Producciones de los alumnos en la prueba escrita

En este apartado presentamos los resultados provenientes de las producciones de los
alumnos en la prueba escrita. Describimos el trabajo que realizaron los alumnos en cada
tarea y en cada uno de los apartados que la constituyen, organizando los resultados
segun las categorias descritas en el capitulo 4 (respuesta y correccion de la respuesta,
sistemas de representacion y estrategias). Nos centramos en hallazgos comunes para la
mayoria de los alumnos, en casos particulares que destaquen por su resolucion y en las

caracteristicas de los apartados de cada una de las tareas.

Dado que los alumnos pueden utilizar diferentes sistemas de representacion en sus
respuestas, las categorias referentes a los sistemas de representacion no son disjuntas en

ninguno de los apartados y en ninguna de las tareas.
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En cuanto a las estrategias utilizadas por los alumnos, nos basamos en la teoria
fundamentada de Corbin y Strauss (1990) para establecer sub-categorias de la categoria
estrategias, segun las producciones escritas de los alumnos, las cuales se detallan en

cada tarea.

En el siguiente esquema se aprecian la categoria estrategias y sus correspondientes sub-

categorias (ver figura 5.1).

ESTRATEGIAS
[

Conteo de Respuesta e ] Camkz;a e!N Otra
Lo . numero de nifios
dibujos directa grupos v .
. de la relacién estrategia
i Relacién
- RSlacion - Todos
lav lav correctos
i0 Relacién
- e - Algunos
lal lal incorrectos
Relacién Relacién
n+v n+v
== Sin relacion == Sin relacion
e Solov e Solov

Nota. n = ndmeros de nifios de la relacion; v = valor de la variable dependiente para un nifio.

Figura 5.1. Esquema de sub-categorias de categoria estrategias

Para una mejor comprensién de las sub-categorias a las que hacemos referencias,
pondremos ejemplos (en cada tarea) de las producciones escritas de los alumnos, para

cada una de las sub-categorias encontradas en la categoria estrategias.
5.1.1. Tareal

La tarea 1 consiste en relacionar la variable independiente (nUmero de nifios) y la
dependiente (numero de gorros), a través de la funcion f(x)=x, y se compone de ocho

apartados etiquetados desde la letra A a la letra H. En la tabla 5.1 recogemos un
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resumen de resultados sobre el nimero de alumnos para cada una de las variables

consideradas para la tarea 1.

Tabla 5.1. Respuestas, sistemas de representacion y estrategias en tarea 1

Estrategia
SR Conteo de dibujos Respuesta directa
Relacion Sin Relacion Sin
R RC P S V lal relacion lal relacion
Apartado A
32 32 29 12 0 29 0 3 0
Apartado B
32 32 28 11 1 28 0 4 0
Apartado C
32 31 29 11 O 28 1 3 0
Apartado D
31 28 26 7 2 24 2 5 0
Apartado E
31 31 25 8 2 25 0 6 0
Apartado F
31 28 25 8 2 22 3 6 0
Apartado G
31 27 25 8 2 19 5 7 0
Apartado H
32 23 5 14 26 2 3 21 6

Nota. R = responden; RC = respuesta correcta; SR = sistema de representacién; P = pictorico;
S = simbélico; V = verbal.

Como podemos observar en la tabla 5.1, todos los alumnos responden a los apartados A,
B, C y H. Hay un alumno que no responde a los apartados D, E, F y G. Todos los
alumnos, con excepcién de uno de ellos respondieron a todos los apartados y, en su gran

mayoria, lo hicieron correctamente.

En los cuatro primeros apartados (A, B, C y D), donde los casos particulares son
consecutivos, apreciamos que casi la totalidad de los alumnos contesta de forma
correcta. Cuando los casos particulares no son consecutivos (E, F, G y H), baja un poco
el numero de alumnos que contestan correctamente a estos apartados. En el apartado de
generalizacion (apartado H) es al que menor numero de alumnos respondieron

correctamente (23).

Como observamos en la tabla 5.1, los alumnos utilizaron los sistemas de representacion
pictorico, simbdlico y verbal. El sistema de representacion pictdrico es predominante en

la mayoria de los apartados de esta tarea y el sistema de representacion verbal es el
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menos empleado. Esta situacion se invierte en el ultimo apartado, donde el que menos

se utiliza es el pictorico y el sistema de representacion verbal es el mas empleado.

En la tabla 5.1 podemos observar que la mayor parte de los alumnos utilizaron los
dibujos como estrategias para resolver cada uno de los apartados, exceptuando el
apartado H, en el cual se hace explicita la peticion de redactar una respuesta para
explicar, a otra persona, la relacion que observan. Notamos también que alrededor de un
tercio de los alumnos utilizaron o complementaron sus respuestas con nUmeros como
representacion simbolica y que menos de una décima parte utilizaron el sistema de
representacion verbal. El apartado H, como comentamos anteriormente, es

extraordinario porque 26 alumnos utilizaron este tipo de sistema de representacion.

Observamos que la estrategia mas utilizada es la de dibujar tantos gorros como nifios
estaban invitados a la fiesta (relacion 1 a 1), llegando a ser utilizada por alrededor de
dos tercios de los alumnos de la muestra. En la figura 5.2 mostramos un ejemplo de esta

estrategia para el apartado F.

08 ANLAMAAAS

W}J

Figura 5.2. Conteo de dibujos en relacion 1 a 1. Alumno 29. Tarea 1, apartado F

2 psle

=

@ﬂ}g oo

Observamos algunos dibujos en las producciones escritas en los cuales no fuimos
capaces de encontrar una relacion aparente o0 una estrategia especifica. En cuanto a las
respuestas directas, un tercio de los alumnos solo aportaron un nimero, la relacion que

establecieron fue 1 a 1.

En esta tarea identificamos dos estrategias diferentes: (a) la realizacion de un conteo
sobre dibujos y (b) respuesta directa. En ambas estrategias, distinguimos entre los

alumnos que identificaron la relacion 1 a 1 y los que no identificaron ninguna relacion.
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Las detallamos a continuacion.

Conteo de dibujos:

e Relacion 1 a 1. Las respuestas que se corresponden con esta categoria presentan

tantos dibujos como numero de nifios haya en la relacion.

e Sin relacion. Se trata de respuestas en las que hay dibujos pero no se observa relacion

entre los dibujos y el nUmero de nifios dado.

Respuesta directa:

e Relacion 1 a 1. En las respuestas encontramos el mismo nimero de nifios que de la

variable pedida.

e Sin relacion. Se trata de respuestas en las que hay un nimero que no tiene relacion

aparente con el nimero de nifios dado.

5.1.1.1. Apartado A (¢ Cuantos gorros tenemos que comprar si asisten 2 nifios a la fiesta

de cumpleafios?)

En cuanto a los sistemas de representacion utilizados en el apartado A, 20 alumnos
utilizaron solo el sistema de representacion pictdrico para dar solucion al apartado, 3
alumnos utilizaron solo el sistema de representacion simbélico, dando nimeros en su
respuesta. De ellos 9 utilizaron el sistema de representacion pictérico y simbolico
simultaneamente. En cuanto a las estrategias utilizadas, todos los alumnos identificaron
la relacion 1 a 1 entre el nimero de nifios y nimero de gorros. 29 de ellos utilizaron

dibujos para realizar el conteo y 3 dieron una respuesta numeérica directa.

5.1.1.2. Apartado B, (¢;Cuantos gorros tenemos que comprar si asisten 3 nifios a la

fiesta de cumpleafnos?)

En el apartado B, 20 alumnos utilizaron solo el sistema de representacién pictérico, 3
alumnos utilizaron solo el sistema de representacion simbdlico, dando nimeros en su
respuesta y 1 alumno utiliza la representacion verbal para expresar su solucion, hay 8
alumnos que utilizan en conjunto el sistema de representacion pictérico y simbélico. En
cuanto a las estrategias utilizadas por los alumnos, todos establecieron la relacién 1 a 1,

28 alumnos utilizaron dibujos y 4 dieron una respuesta numeérica directa.
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5.1.1.3. Apartado C (¢ Cuantos gorros tenemos que comprar si asisten 4 nifios a la fiesta

de cumpleafios?)

Los sistemas de representacion utilizados en el apartado C, se desglosan de la siguiente
manera, 21 alumnos utilizaron solo el sistema de representacion pictorico para dar
solucion al apartado C y 3 alumnos utilizaron solo el sistema de representacion
simbdlico, dando numeros en su respuesta, 8 alumnos utilizaron el sistema de
representacion pictorico y simbdlico al dar su respuesta. En cuanto a las estrategias
utilizadas por los alumnos, 31 de ellos dieron una respuesta en relacién 1 a 1, 28 de los
cuales utilizaron dibujos y 3 dieron una respuesta numeérica directa, 1 alumno dibujé

gorros sin una relacion aparente.

5.1.1.4. Apartado D (¢ Cuantos gorros tenemos que comprar si asisten 5 nifios a la fiesta

de cumplearios?

En el apartado D, 24 alumnos utilizaron solo el sistema de representacion pictérico
como respuesta, 3 alumnos utilizaron solo el sistema de representacion simbdlico y 2
alumnos solo el verbal, hay 2 alumnos que utilizan el sistema de representacion
pictérico y simbdlico para dar la respuesta a este apartado y 2 que utilizan el sistema de
representacion simbolico y verbal en su respuesta. En las estrategias utilizadas por los
alumnos, 29 de ellos establecieron la relacion 1 a 1, 24 de los cuales utilizaron dibujos y
5 dieron una respuesta numérica directa, 2 alumnos dibujaron gorros sin una relacion

aparente (ver figura 5.3).

° §98 3

Figura 5.3. Conteo de dibujos sin relacion. Alumno 20. Tarea 1, apartado D

5.1.1.5. Apartado E (¢ Cuantos gorros tenemos que comprar si asisten 8 nifios a la fiesta

de cumpleafios?)

En el apartado E, 23 alumnos utilizaron solo el sistema de representacion pictérico, 4
alumnos utilizaron solo el sistema de representacion simbdlico y 2 alumnos redactan su
respuesta utilizando el sistema de representacion verbal, observamos que hay 2 alumnos
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que utilizan el sistema de representacion simbdlico y pictorico y 2 alumnos que utilizan
el sistema de representacion simbolico y verbal. En las estrategias utilizadas por los
alumnos, todos los alumnos establecieron la relacién 1 a 1 en sus respuestas (ver figura
5.4), 25 de los cuales utilizaron dibujos y 6 alumnos dieron una respuesta numérica

directa.

8 ?

Figura 5.4. Respuesta directa en relacion 1 a 1. Alumno 30. Tarea 1, apartado E

5.1.1.6. Apartado F (¢;Cuantos gorros tenemos que comprar si asisten 10 nifios a la

fiesta de cumpleafos?)

En el apartado F, 23 alumnos utilizaron solo el sistema de representacion pictérico, 4
alumnos utilizaron solo el sistema de representacion simbdlico, dando nimeros en su
respuesta, 2 alumnos utilizaron el sistema pictdrico y simbolico en su respuesta y 2 el
sistema simbdlico y sistema de representacion verbal. Las estrategias utilizadas por los
alumnos fueron, 28 alumnos establecen la relacion 1 a 1 en sus respuestas, 22 de ellos
utilizaron dibujos, 6 dieron una respuesta numérica directa y 3 alumnos dibujaron

gorros sin relacion aparente.

5.1.1.7. Apartado G (¢Cuéntos gorros tenemos que comprar si asisten 20 nifios a la
fiesta de cumpleafnos?)

En los sistemas de representacion utilizados en el apartado G, 23 alumnos utilizaron
solo el sistema de representacion pictdrico, 4 alumnos utilizaron solo el sistema de
representacion simbolico, 2 alumnos utilizan tanto el sistema de representacion
pictorico como el simbolico y 2 utilizan el sistema de representacion simbolico vy el
sistema de representacion verbal. En cuanto a las estrategias utilizadas, 26 alumnos
establecen la relacién 1 a 1, 19 de ellos utilizaron dibujos y 7 dieron una respuesta
numérica directa, 5 alumnos dibujaron gorros sin relacion aparente entre el nimero de

nifios y el nmero de gorros.
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5.1.1.8. Apartado H (Explicale a la mama de Lola cuantos gorros tiene que comprar si

asisten 100 nifios a la fiesta de cumpleafios.)

Los sistemas de representacion utilizados en el apartado H fueron, 4 alumnos utilizaron
solo el sistema de representacion pictdrico, 2 alumnos utilizaron solo el sistema de
representacion simbolico, dando numeros en su respuesta y 26 alumnos redactan su
respuesta utilizando solo el sistema de representacion verbal para dar una explicacion a

la mama de Lola, 12 utilizan el sistema de representacion simbdlico y verbal.

En cuanto a las estrategias utilizadas, 23 alumnos establecieron la relacién 1 a 1, 2 de
ellos utilizaron dibujos y 21 dieron una respuesta numeérica directa, 9 alumnos dieron
una respuesta sin relacion (ver figura 5.5), de los cuales 3 alumnos dibujaron y 6

alumnos dan una respuesta numérica directa.

Explicacion /(Z,C\J ’ [‘\\/O\‘/l T\~(j\~ e __).’Z.l?g )“}L

[

T qURCeN g Jlon

Figura 5.5. Respuesta directa sin relacion. Alumno 3. Tarea 1, apartado H

Este apartado trata que el alumno generalice la relacion a través de un caso lejano (100
nifios) y donde se le pide que le dé la explicacion del porqué de su respuesta a otra
persona, encontramos frases que evidencian un pensamiento funcional. Tenemos a los
alumnos 6, 7, 12, 14 y 15, que hacen explicita la relacion a continuacion se muestra la

respuesta del alumno 7.

Alumno 7 “Usted la mama de Lola tiene que comprar 50 gorros porque usted su

hija a invitado a 50 nifios”

Observamos que establecen la relacion 1 a 1, entre el namero de gorros y el nimero de
niflos y que hacen explicita esta relacion en frases como por ejemplo, porque ha

invitado a esos nifios.
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5.1.2. Tarea?2

La tarea 2 consiste en relacionar la variable independiente (nUmero de nifios) y la
dependiente (numero de piruletas), a través de la funcion f(x)=3x, y se compone de siete
apartados etiquetados desde la letra A a la letra G. En las tablas 5.2 y 5.3 recogemos un
resumen de resultados sobre el nimero de alumnos para cada una de las variables

consideradas para la tarea 2.

Tabla 5.2. Respuestas y sistemas de representacion en tarea 2

Sistema de representacion

Responden Responden correctamente Pictérico  Simbolico  Verbal

Apartado A

32 13 29 8 0
Apartado B

32 12 29 8 0
Apartado C

31 7 28 7 2
Apartado D

30 2 25 8 1
Apartado E

30 3 26 8 0
Apartado F

28 1 24 6 1
Apartado G

22 0 1 11 20

Podemos observar en la tabla 5.2, que la mayor parte de los alumnos contestaron a los
apartados de esta tarea, llegando a que en el apartado G, que es el que menor cantidad
de respuestas tiene, sean 22 alumnos los que contestaron, la progresion de alumnos que

contesta correctamente al apartado disminuye hasta desaparecer.

Notamos que en los dos primeros apartados (A y B) el nUmero de respuestas correctas
son alrededor de un tercio, en el apartado C es alrededor de un cuarto y en los apartados
siguientes (D, E y F), no llega ni a la décima parte, ningin alumno contesta

correctamente el apartado G.

La mayor parte de los alumnos, alrededor de 4/5 de ellos, utilizaron los dibujos, es
decir, el sistema de representacion pictorico como medio para resolver cada uno de los
apartados y que complementan con numeros, un cuarto de los alumnos utilizan el
sistema de representacion simbdlico. Habiendo algunos alumnos que expresan su

respuesta en forma verbal.
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Cabe mencionar que el apartado G, insta al alumno a verbalizar su respuesta y
explicacion, por lo que los sistemas de representaciones se invierten en orden de
utilizacion quedando 2/3 de los alumnos con representacion verbal, un tercio con
representacion numeérica, siendo solo 1 de ellos el que utiliza un dibujo para representar

la respuesta.

En la tarea 2 identificamos tres estrategias diferentes (a) la realizacion de conteo de
dibujos, (b) respuesta directa y (c) creacion de grupos con 3 elementos. En las diferentes
estrategias, distinguimos entre los alumnos que identificaron la relacion 1 a 3, la
relacién 1 a 1 o la relacion n+3, también identificamos a alumnos que solo escribieron o
dibujaron 3 o que no identificaron ninguna relacion. Las cuales se detallan a

continuacion.

Conteo de dibujos:

e Relacion 1 a 3. Las respuestas que estan en esta categoria muestran tantos dibujos

por cada nifio como le fueron pedidos en la relacion dada.
e Relacion 1 a 1. Las respuestas que estan en esta categoria muestran
e tantos dibujos como nifios estén en la relacion.

e Relacion n+3. Las respuestas que se corresponden con esta categoria presentan el
dibujo del numero de nifios dados mas el nimero de elementos dados en la segunda

variable.

e Sin relacidon. Se trata de respuestas en las que hay dibujos pero no hay relacion entre

los dibujos y el nimero de nifios dados.

e Dibujo de 3 elementos. Se trata de respuestas donde solo dibujan los elementos del

caso particular de 1 nifio, creando una relacion constante para cualquier caso.

Respuesta directa:

e Relacion 1 a 3. En las respuestas de esta categoria encontramos el nimero de la

relacion 1 a 3, como fue pedido en el apartado de tarea.
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e Relacion 1 a 1. En las respuestas encontramos que escribe el mismo numero de nifios

que de la variable pedida.

e Relacion n+3. En las respuestas de esta categoria escribe el nimero de nifios més el

numero de elementos dados en la segunda variable.

e Sin relacion. Se trata de respuestas en las que hay un nimero gque no tiene relacion

aparente con el nimero de nifios dado.

e 3. Encontramos por respuesta solo el nimero de elementos de la segunda variable,

sin explicacion.
Asociacion de elementos en grupos:

e Todos los grupos correctos. Se trata de respuestas, donde encontramos grupos con 3
elementos o con numeros 3 y todos los grupos tienen el numero correcto de

elementos.

e Algunos incorrectos. Se trata de respuestas, donde encontramos grupos con 3

elementos y algunos de los grupos tienen mas o menos elementos que los requeridos.
Cambia el nimero de nifios de la relacion

En esta categoria consideraremos las respuestas en las que se cambian el numero de

ninos dado de la relacién.
Otra estrategia

En esta categoria estan consideradas las respuestas que establecieron alguna otra

estrategia, pero que no soluciona el problema.

Tabla 5.3. Estrategias en tarea 2

Estrategias

Conteo de dibujos Respuesta directa AG
R R R R R R
1-3 1-1 n+3 SR 3 1-3 1-1 n+3 SR 3 TC Al CNNR OE
Apartado A
10 7 0 1 6 1 0 0 2 0 2 0 1 2
Apartado B
8 8 0 0 6 2 0 0 2 0 2 0 2 2
Apartado C
4 16 O 1 1 1 0 0 1 1 2 0 2 2
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Tabla 5.3. Estrategias en tarea 2

Estrategias

Conteo de dibujos Respuesta directa AG
R R R R R R
1-3 1-1 n+3 SR 3 1-3 11 n+t3 SR 3 TC Al CNNR OE
Apartado D
1 14 0 2 1 0 0 0 2 2 1 0 5 2
Apartado E
2 15 1 2 0 0 0 1 1 2 1 1 2 2
Apartado F
1 11 1 5 0 0 1 1 2 2 0 0 3 1
Apartado G
0 0 0 1 0 0 12 2 5 0 0 O 0 2

Nota. R 1-3 =relacion 1 a 3; R 1-1 = relacién 1 a 3; R n+3 = relacion n+3; SR = sin relacion; 3 = escribe
solo 3; AG = asociacién en grupos; TC = todos correctos; Al = algunos incorrectos; CNNR = cambia el
namero de nifios de la relacion; OE = otra estrategia.

Observamos en la tabla 5.3, que la mayor concentracion de respuestas se da en torno a
la relacion de las variables 1 a 1, también, que a medida que los valores de la variable
independiente aumentan, las estrategias se desplazan a la relacion 1 a 1 o bien n+3.
También observamos que toma fuerza la creacién de grupos de 3 elementos para los
primeros valores de la variable independiente, pero que a medida que los valores
aumentan se cometen errores en la conformacion de los grupos, lo que lleva al alumno a
la respuesta erronea, también nos damos cuenta que el cambiar el nimero de nifios
invitados a la fiesta se vuelve mas comun cuando los valores no son consecutivos y los
alumnos siguen con la secuencia numérica encontrada; alrededor de 2 alumnos por

apartado evidencian otra estrategia que no soluciona el problema.

5.1.2.1. Apartado A (¢Cuantas piruletas tenemos que comprar si asisten 3 nifios a la

fiesta de cumpleafios?)

En cuanto a los sistemas de representacion utilizadas en el apartado A, 24 alumnos
utilizaron solo el sistema de representacion pictorico para dar solucién a este apartado, 3
alumnos utilizaron solo el sistema de representacion simbdlico, 5 alumnos utilizaron el
sistema de representacion pictorico y simbolico simultdneamente. En cuanto a las
estrategias utilizadas por los alumnos en este apartado, 13 alumnos identificaron la
relacion 1 a 3 (ver figura 5.6), 10 de ellos utilizaron dibujos, 1 dio una respuesta directa
y 2 crearon grupos, 7 alumnos identificaron la relacion 1 a 1 con conteo de dibujos, 1

alumno cambia el nimero de nifios de la relacion, 6 alumnos dan por respuesta el dibujo
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de 3 piruletas, 3 alumnos no identifican ninguna relacion entre las variables y 2 alumnos

dieron una respuesta donde utilizan otra relacion que los lleva a una respuesta erronea.

3 ©O© 7 9P ¢ 7rop:

Figura 5.6. Conteo de dibujos en relacion 1 a 3. Alumno 8. Tarea 2, apartado A

5.1.2.2. Apartado B (¢Cuantas piruletas tenemos que comprar si asisten 4 nifios a la

fiesta de cumpleafos?)

Los sistemas de representacion utilizados en el apartado B fueron, solo el pictorico (24)
y solo el simbodlico (3), hubo 5 alumnos que utilizaron los dos sistemas de
representacion en sus respuestas. Las estrategias utilizadas por los alumnos en este
apartado, fueron: 12 alumnos identifican la relacion 1 a 3 entre el nimero de nifios y el
namero de piruletas, 10 de ellos lo hacen por conteo de dibujos, 1 por respuesta directa
(ver figura 5.7) y 2 por conformacion de grupos; 8 alumnos identificaron la relacién 1 a
1, todos ellos dibujaron, 6 alumnos utilizaron la constante 3 dibujos de piruletas, 2
alumnos escribieron un numero sin relacion aparente; 2 alumnos cambian el nimero de

nifios involucrados en el apartado y 2 dan otra estrategia que no soluciona el problema.

4 0000 [

Figura 5.7. Respuesta directa en relacion 1 a 3. Alumno 6. Tarea 2, apartado B

5.1.2.3. Apartado C (¢Cuéntas piruletas tenemos que comprar si asisten 5 nifios a la

fiesta de cumpleafos?)

23 alumnos utilizaron solo el sistema de representacion pictdrico para dar solucién al
apartado C, 4 alumnos utilizaron solo el sistema de representacién simbdlico y se
agrega el sistema de representacion verbal que no habia sido utilizado en los apartados
anteriores de esta tarea, 1 alumno utilizé este sistema de representacion, 4 alumnos

utilizan el sistema de representacion pictorico y simbdlico, 1 utiliza los sistemas de
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representacion pictdrico y verbal y otro alumno utiliza los sistemas de representacion
simbdlico y verbal. En las estrategias utilizadas por los alumnos, 7 alumnos identifican
la relacion 1 a 3, 4 alumnos a través del conteo de dibujos, 1 por respuesta directa y 2

conformando grupos, un ejemplo de esta categoria la podemos ver en la figura 5.8.
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Figura 5.8. Creacién de grupos con todos los elementos correctos.
Alumno 12. Tarea 2, apartado C

16 alumnos identifican la relacién 1 a 1 a través del conteo de dibujos; 2 alumnos solo
utilizan el nimero 3, uno con dibujos y el otro en respuesta directa, un ejemplo de solo

dibuja 3 piruletas la podemos ver en la figura 5.9.

> 1

Figura 5.9. Conteo de dibujos solo 3. Alumno 29. Tarea 2, apartado C

2 alumnos escriben una respuesta sin relacién aparente, 2 alumnos cambian el nimero
de nifios involucrados en el apartado y 2 alumnos dan otra estrategia que no soluciona el

problema.

5.1.2.4. Apartado D (¢Cuantas piruletas tenemos que comprar si asisten 8 nifios a la

fiesta de cumplearios?)

En este apartado (D), 21 alumnos utilizaron solo el sistema de representacion pictérico
como respuesta, 4 alumnos utilizaron solo el sistema de representacion simbdlico, 1
alumno utiliza solo el sistema de representacion verbal, 4 alumnos utilizan en conjunto
el sistema de representacion pictorico y simbdlico. Las estrategias utilizadas por los

alumnos fueron: 2 alumnos identificaron la relacion 1 a 3, uno de ellos dibuj6é mientras
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que el otro agrupo; 14 identificaron la relaciéon 1 a 1, todos ellos dibujaron; 3 alumnos
identifican una constante y 4 alumnos no identifican ninguna relacion aparente, 5
alumnos cambian el nimero de nifios involucrados en el apartado (ver figura 5.10) y 2

alumnos dan otra estrategia que no soluciona el problema.

8 @ 1R W%q

Figura 5.10. Cambia el numero de nifios (6) de la relacion.
Alumno 7. Tarea 2, apartado D

5.1.2.5. Apartado E (¢;Cuantas piruletas tenemos que comprar si asisten 10 nifios a la

fiesta de cumpleafios?)

Los sistemas de representacion que utilizaron en su mayoria son el sistema de
representacion pictérico (22) y 4 alumnos utilizaron solamente el sistema de
representacion simbdlico, 4 alumnos utilizan al mismo tiempo los sistemas de
representacion pictérico y simbdlico. Al analizar las diferentes estrategias que utilizaron
nos encontramos con que 4 alumnos identificaron la relacion 1 a 3, 2 de ellos a través de
un dibujo y los otros dos por medio de conformacion de grupos, aungue uno tuvo un

error en la agrupacion (ver figura 5.11).
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Figura 5.11. Creacion de grupos algunos incorrectos. Alumno 19. Tarea 2, apartado E

15 alumnos identificaron la relacion 1 a 1 a través de dibujos; 2 alumnos identifican la

relacién n+3 (ver figura 5.12).
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Figura 5.12. Conteo de dibujos en relacion n+3. Alumno 5. Tarea 2, apartado E

3 alumnos no establecen una relacion aparente, 2 alumnos cambian el nimero de nifios
que son invitados a la fiesta y 2 utilizaron otra estrategia que no soluciona el problema
(ver figura 5.13).
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Figura 5.13. Otra estrategia (n+2). Alumno 3. Tarea 2, apartado E
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5.1.2.6. Apartado F (;,Cuéantas piruletas tenemos que comprar si asisten 20 nifios a la

fiesta de cumpleafios?)

En este apartado (F), predomina el sistema de representacion pictérico, con 21 alumnos
y 3 alumnos utilizaron solo el sistema simbolico, 1 alumno solamente utiliza el sistema
de representacion verbal, encontramos a 3 alumnos que utilizan en conjunto los sistemas
pictorico y simbolico. En cuanto a las estrategias utilizadas por los alumnos para
responder a este apartado, nos encontramos con que 1 alumno identifica la relacion 1 a 3
y lo hace utilizando dibujos, 12 alumnos identifican la relacion 1 a 1, 11 de los cuales
dibujan, uno de ellos escribe la respuesta directa, 2 alumnos identifican la relacion n+3,
tanto en conteo de dibujos como en respuesta directa, 7 alumnos no encuentran relacién
aparente, 2 alumnos consideran la relacion como constante, 3 alumnos cambiaron el
numero de nifios involucrado en el apartado y 1 utilizo otra estrategia que no soluciona

el problema.
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5.1.2.7. Apartado G (Explicale a la mama de Lola cuéntas piruletas tiene que comprar

si asisten 100 nifios a la fiesta de cumpleafios.)

El sistema de representacion que predomina con casi 2/3 de los alumnos de la muestra
es el verbal, le siguen el sistema de representacion simbolico y verbal en conjunto con
10 alumnos y 1 que utiliza solo el sistema de representacion pictorico. En las estrategias
utilizadas por los alumnos para resolver este apartado nos encontramos con que 12
alumnos establecen la relacion 1 a 1 con respuestas directas; 2 establecen la relacion
n+3, un ejemplo de esta categoria lo encontramos en la figura 5.14; 6 alumnos no
establecen una relacion aparente y 2 alumnos utilizaron otra estrategia que no soluciona

el problema propuesto.

Explicacién
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Figura 5.14. Respuesta directa en relacién n+3. Alumno 7. Tarea 2, apartado G

En este apartado, que trata que el alumno generalice la relacion a través de un caso
lejano (100 nifios) y donde se le pide que le dé la explicacion del porqué de su respuesta
a otra persona, encontramos frases que evidencian pensamiento funcional. Tenemos a
los alumnos 4, 6, 7, 12, 15, 22 y 26, que hacen explicita la relaciéon y de los cuales

hemos transcrito textualmente la respuesta del alumno 15.

Alumno 15 “Es el cumpleafios de David y hay 100 nifios necesita 103”

Observamos que la relacion mas frecuentemente utilizada es 1 a 1, y que los alumnos 7
y 15, establecen la relacion n+3, no encontramos ninguna respuesta correcta en este
apartado (G).

5.1.3. Tarea3

La tarea 3 consiste en relacionar la variable independiente (nUmero de nifios) y la
dependiente (nimero de globos), a través de la funcion f(x)=5x, y se compone de siete

apartados etiquetados desde la letra A hasta la letra G. En la tabla 5.4 y 5.5 recogemos
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un resumen de resultados sobre el nimero de alumnos para cada una de las variables

consideradas para la tarea 3.

Tabla 5.4. Respuestas y sistemas de representacion en tarea 3

Sistema de representacion

Simbolico
Responden  Responden correctamente Pictdrico N ) Verbal

Apartado A

32 10 14 20 3 3
Apartado B

32 10 14 20 3 3
Apartado C

30 7 16 15 2 3
Apartado D

30 4 16 15 2 3
Apartado E

29 3 16 14 2 3
Apartado F

28 0 14 13 2 4
Apartado G

22 1 2 11 1 19

Nota. N = nimeros; O = operaciones.

En esta tarea nos encontramos con que algunos alumnos utilizaron operaciones en sus
respuestas, valorando esta introduccion de simbologia, hacemos la diferencia en el

sistema de representacion simbolico, entre nimero y operacion.

Como observamos en la tabla 5.4, en los primeros apartados de casos particulares
consecutivos casi la totalidad de los alumnos contestan a estos apartados (A, B, C), en
los casos particulares no consecutivos (D, E, F) observamos que el nimero de alumnos
que contestan a estos apartados va disminuyendo, llegando a solo 22 nifios en el
apartado G, que trata de generalizar la relacién para 100 nifios. La mayoria no llegé a la

respuesta correcta.

Apreciamos gue son pocos los alumnos que contestan correctamente a cada uno de los
apartados de la tarea 3. En los tres primeros apartados, donde los valores de la variable
independiente son consecutivos, observamos que los alumnos que contestan
correctamente son alrededor de 10, pero cuando los valores no son consecutivos vemos

decaer estas cifras hasta que solo 1 alumno contesta el apartado G correctamente.
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Podemos observar que, alrededor de un tercio de los alumnos, utilizaron los dibujos, es
decir, la representacion pictérica como medio para resolver cada uno de los apartados y
que complementan con ndmeros, alrededor de 2/3 de los alumnos, en la categoria de
representacion simbdlica, destacando que hay un pequefio grupo de 2 o 3 alumnos que
trabaja con operaciones, habiendo algunos alumnos que expresan su respuesta en forma
verbal. Se menciona aparte el apartado G que pide expresamente que se explique el por
qué de la respuesta dada, donde el sistema de representacién que tiene mayor

predominio es el verbal (18) seguido del simbdlico (12).

En la tarea identificamos tres estrategias diferentes; (a) la realizacion de un conteo sobre
dibujos, (b) respuesta directa y (c) creacion de grupos con 5 elementos. En las diferentes
estrategias, distinguimos entre los alumnos que identificaron la relacion 1 a 5, la
relacion 1 a 1 o la relacion n+5, también identificamos a alumnos que solo escribieron o
dibujaron 5 o que no identificaron ninguna relacién. A continuacién describimos las

categorl'as encontradas en esta tarea.

Conteo de dibujos:

e Relacion 1 a 5. Las respuestas que se corresponden con en esta categoria presentan

tantos dibujos por cada nifio como le fueron pedidos en la relacion dada.

¢ Sin relacion. Se trata de respuestas donde hacen dibujos pero no hay relacién entre

los dibujos y los nifios dados.

Respuesta directa:

e Relacion 1 a 5. Las respuestas de esta categoria se corresponden con que escriben el
numero de la relacion 1 a 5, como fue pedido en el apartado de tarea.

e Relacion 1 a 1. Se trata de respuestas donde encontramos que escribe el mismo

numero de nifios que de la variable pedida.

¢ Relacion n+5. Las respuestas que se corresponden con esta categoria son la escritura

del nimero de nifios mas el nimero de elementos dados en la segunda variable.

e Sin relacion. Se trata de respuestas donde estd escrito un numero que no tiene

relacion aparente con el nimero de nifios dado.
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Asociacion de elementos en grupos:

e Todos los grupos correctos. En las respuestas de esta categoria encontramos grupos
con 5 elementos o con ndmeros 5 y todos los grupos tienen el nimero correcto de

elementos.

e Algunos incorrectos. En las respuestas de esta categoria encontramos grupos con 5

elementos y algunos de los grupos tienen mas o menos elementos que los requeridos.
Cambia el nimero de nifios de la relacion

En esta categoria consideraremos las respuestas en las que los alumnos cambian el

numero de nifios dado de la relacion.
Otra estrategia

En esta categoria estan considerados los alumnos que establecieron alguna otra

estrategia, pero que no soluciona el problema.

Tabla 5.5. Estrategias en tarea 3

Estrategia
Asociacion en
Conteo de dibujos Respuesta directa grupos
R R R R R
1-5 1-1 SR 1-5 1-1 n+5 SR TC Al CNNR OE
Apartado A
5 3 4 4 1 3 8 3 0 0 1
Apartado B
3 4 3 4 1 1 9 4 0 2 1
Apartado C
1 10 1 2 1 1 9 3 0 1 1
Apartado D
1 10 1 1 1 1 10 3 0 2 1
Apartado E
1 10 1 1 1 1 9 2 0 3 1
Apartado F
0 5 6 0 1 1 9 1 1 3 1
Apartado G
0 0 2 0 12 2 5 1 0 0 0

Nota. R 1-5 =relacién 1 a 5; R 1-1 = relacion 1 a 1; R n+5 = relacién n+5; SR = sin relacion; TC = todos
correctos; Al = algunos incorrectos; CNNR = cambia el nimero de nifios de la relacién; OE = otra
estrategia.
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Observamos en la tabla 5.5, que la relacion 1 a 1 es utilizada por un tercio de los
alumnos, un cuarto de los alumnos establece la relacién 1 a 5 en los primeros apartados,
pero a medida que estos aumentan en complejidad al aumentar el nimero de nifios
invitados, el nimero de alumnos decae progresivamente. Otra estrategia utilizada es la
relacién n+5, con 1 o 2 alumnos que las utilizaron en el transcurso de la tarea. Toma
fuerza la creacion de grupos para todos los apartados, con 3 alumnos que la utilizaron
continuamente como estrategia, solo en uno de los apartados hay uno de esos alumnos
que crea alguno de los grupos con el tamafio incorrecto, lo que lo lleva a una respuesta
erronea. También nos damos cuenta que el cambiar el nimero de nifios invitados a la
fiesta se vuelve mas coman (3 alumnos) cuando los valores no son consecutivos y los
alumnos siguen con la secuencia numérica encontrada; 1 alumno por apartado evidencia

otra estrategia que no soluciona el problema, esto lo podemos observar en la figura 5.15.
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Figura 5.15. Otra estrategia. Alumno 27. Tarea 3, apartado D

5.1.3.1. Apartado A (¢;Cuéntos globos tenemos que comprar si asisten 3 nifios a la

fiesta de cumpleafios?

En cuanto a los sistemas de representacién utilizados por los alumnos en el apartado A,
10 alumnos utilizaron solo el sistema de representacion pictorico, por primera vez en el
transcurso de los apartados y de las tareas anteriores hay alumnos que utilizaron en el
sistema simbdlico las operaciones (3), ademas de los numeros (2), 15 alumnos
utilizaron solamente el sistema de representacion simbdlico, hay 1 alumno que utilizo
solo el sistema de representacion verbal para dar a conocer su respuesta. Hemos
identificado a 4 alumnos que utilizan en conjunto el sistema de representacion pictorico
y simbolico y 2 que utilizan el sistema de representacion simbdlico y verbal. En cuanto
a las estrategias utilizadas por los alumnos para resolver este apartado, 12 alumnos
identificaron la relacion 1 a 5, 5 de ellos a través de dibujos, 4 nos entregaron una
respuesta directa y 3 utilizaron la conformacion de grupos; 4 alumnos identificaron la

relacién 1 a 1, de los cuales uno nos entrego una respuesta directa y el resto dibujo.
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5.1.3.2. Apartado B (¢ Cuantos globos tenemos que comprar si asisten 4 nifios a la fiesta

de cumpleafios?)

Los sistemas de representacion utilizados por los alumnos fueron: 10 alumnos usaron
solamente el sistema de representacion pictorico, 15 solamente el sistema de
representacion simbolico, 1 alumno utilizd solo el sistema de representacion verbal.
Destacamos a 4 alumnos que utilizaron tanto el sistema de representacion pictorico
como simbdlico y 2 que utilizaron tanto el sistema de representacion simbolico como el
verbal. En cuanto a las estrategias utilizadas por los alumnos para resolver este
apartado, 11 alumnos identificaron la relacion 1 a 5, 3 de ellos a través de dibujos, 4 nos
entregaron una respuesta directa y 4 utilizaron la conformacion de grupos; 5 alumnos
identificaron la relacion 1 a 1, de los cuales uno nos entreg6 una respuesta directa y el

resto dibujo.

5.1.3.3. Apartado C (¢ Cuantos globos tenemos que comprar si asisten 5 nifios a la fiesta

de cumpleafios?)

Podemos observar que los sistemas de representacion utilizados en el apartado C,
fueron: 13 alumnos que utilizaron solamente el sistema de representacion pictorico, 11
alumnos utilizaron solamente el sistema de representacion simbdlico, 3 alumnos
utilizaron solo el sistema de representacion verbal. 3 alumnos utilizaron en conjunto el
sistema de representacion pictorico y simbolico y 2 el simbdlico y verbal. Las
estrategias utilizadas por los alumnos para resolver este apartado: 6 alumnos
identificaron la relacion 1 a 5, de ellos 2 a través de una respuesta directa, 1 con dibujos
y 3 utilizaron la conformacion de grupos (ver figura 5.16); 11 alumnos identificaron la
relacién 1 a 1, de los cuales uno nos entrego una respuesta directa y los demas alumnos

dibujaron.

5 SASHEIOSE

Figura 5.16. Creacion de grupos. Alumno 26. Tarea 3, apartado C
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5.1.3.4. Apartado D (;Cuéntos globos tenemos que comprar si asisten 8 nifios a la

fiesta de cumpleafos?)

En cuanto a los sistemas de representacion que utilizaron, 13 alumnos trabajan solo con
la representacion pictorica, 11 alumnos solo con la representacion simbolica, 1 alumno
utilizo solo el sistema de representacion verbal. En conjunto, se utilizaron los sistemas
de representacion pictérico y simbolico (2) y simbdlico y verbal (2). En cuanto a las
estrategias utilizadas por los alumnos para resolver este apartado, 4 alumnos
identificaron la relacion 1 a 5, 1 de ellos a través del conteo de dibujos y 3 utilizaron la
conformacién de grupos; 11 alumnos establecieron la relacion 1 a 1, de los cuales uno
nos entregd una respuesta directa y el resto dibujé para solucionar el problema.1 alumno
establecio la relacion n+5, su respuesta la podemos ver en la figura 5.17.
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Figura 5.17. Respuesta directa en relacién n+5. Alumno 5. Tarea 3, apartado D

5.1.3.5. Apartado E (;Cuéntos globos tenemos que comprar si asisten 10 nifios a la

fiesta de cumpleafos?)

Observamos que los sistemas de representacion que utilizaron para resolver el apartado
E, se desglosan de la siguiente manera: 13 alumnos trabajaron solamente con el sistema
de representacion pictorico, 10 alumnos solo con el sistema de representacion
simbolico, 1 alumno utiliz6 solamente el sistema de representacion verbal. En conjunto
trabajaron con el sistema de representacion pictorico y simbélico (3) y simbdlico y
verbal (2). En cuanto a las estrategias utilizadas por los alumnos para resolver este
apartado, 3 alumnos identificaron la relacién 1 a 5, uno de ellos a través de dibujos (ver
figura 5.18) y 2 utilizaron la creacidn de grupos; 11 alumnos identificaron la relacion 1

a 1, de los cuales 10 dibujaron y un alumno nos entregd una respuesta directa.
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Figura 5.18. Conteo de dibujos en relacion 1 a 5. Alumno 15. Tarea 3, apartado E

5.1.3.6. Apartado F (;Cuantos globos tenemos que comprar si asisten 20 nifios a la

fiesta de cumpleafos?)

Los sistemas de representacion utilizados para resolver este apartado (F), fueron: 12
alumnos solo utilizaron el sistema de representacion pictorico, 10 solo el simbolico, 2
alumnos utilizaron solo el sistema de representacion verbal. Notamos que 2 alumnos
utilizaron el sistema simbdlico y pictorico simultaneamente y 2 el simbolico y verbal.
Las estrategias utilizadas por los alumnos para resolver este apartado: 2 alumnos
identifican la relacion 1 a 5 a través de la conformacién de grupos, aunque uno de ellos
se equivoca en la conformacion de alguno de los grupos, lo cual le lleva a una respuesta
errénea; 6 alumnos identificaron la relacion 1 a 1, de los cuales uno nos entregd una

respuesta directa y los otros alumnos utilizaron el conteo de dibujos.

5.1.3.7. Apartado G (Explicale a la mamé de Lola cuéntos globos tiene que comprar si

asisten 100 nifios a la fiesta de cumpleafios.)

En el apartado G, los sistemas de representacion que los alumnos utilizaron, fueron: 9
alumnos utilizaron solo el sistema de representacion verbal, seguido por 1 alumno que
utilizé solo el simbdlico, solo 2 alumnos utilizaron un dibujo para dar solucion al
apartado. Observamos que 10 alumnos utilizan en conjunto el sistema simbolico y
verbal. En cuanto a las estrategias utilizadas, 1 alumno identificd la relacion 1 a 5 a
través de la conformacion de grupos y 12 alumnos identificaron la relacion 1 a 1 en su

respuesta directa.

En este apartado que trata que el alumno generalice la relacion a través de un caso
lejano (100 nifios) y donde se le pide que le dé la explicacion del porqué de su respuesta
a otra persona, encontramos frases que evidencian un pensamiento funcional, aunque

este no sea el correcto. Tenemos a los alumnos 1, 4, 6, 7, 12, 15 y 31, que hacen
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explicita la relacion funcional que establecen, se puede ver a continuacion la respuesta

del alumno 4.

Alumno 4 “aisien niflos 5555555555100”
(hay cien nifios 5555555555 100)

Observamos que la relacion mas coman es 1 a 1 y que en algunos casos establecieron la

relacién n+5, el alumno 4 sigue una serie de numeros 5 hasta llegar al nifio 100.

5.2.  Entrevistas individuales

En este apartado presentamos los resultados procedentes de las entrevistas realizadas a 4
alumnos (alumnos 7, 12, 15 y 27) y las producciones escritas de cada uno de esos
alumnos. Nos centramos en las evidencias del pensamiento funcional puestas de
manifiesto a través de las explicaciones que dan sobre su trabajo en la prueba escrita y
la produccion escrita en el instrumento aplicado en la entrevista. El objetivo de la
entrevista era profundizar sobre el pensamiento funcional en la relacion directa e
inversa, por lo que organizaremos cada una de las entrevistas segun estos dos sistemas
de relaciones consideradas. Inicialmente, presentamos para cada alumno, el trabajo que
hizo en la prueba escrita, complementando con las explicaciones que dieron en la
entrevista sobre su propia produccion. A continuacién, presentamos los resultados que
ayudaron a completar las entrevistas sobre la relacion directa y resultados sobre la
relacion inversa, incorporacion de un término independiente y relacion entre varias

variables, proceso descrito en el capitulo 4, apartado 4.4.2 de esta memoria.
5.2.1. Entrevista alumno 7

Los criterios para entrevistar al alumno 7, fueron que establecio la relacion n+v entre las
variables, y que aunque fue capaz de establecer relaciones entre las variables, habia
items que contestaba erroneamente porque seguia una secuencia consecutiva cuando los
valores de la variable no eran consecutivos. En la tabla 5.6 recogemos los resultados del
alumno 7 en la prueba escrita, informacion de la que partimos para la preparacion de la

entrevista.

Tabla 5.6. Resultados prueba escrita alumno 7

Apartados A B C D E F G H

Tarea 1
Responden v v v v v v v v
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Tabla 5.6. Resultados prueba escrita alumno 7

Apartados A B C D E F G H
Correccion v v v v v v v v
SR Pictorico y simbdlico Simbdlico y verbal
Estrategia Conteo de dibujos R1-1 Respuesta directa R1-1
Tarea 2
Responden v v v v v v v
Correccion x x v x x x x
SR Simbolico y verbal
Estrategia CNNR OE R1-3 CNNR Relacion n+3
Tarea 3
Responden v v v v v v v
Correccion x x v x x x x
SR Simbélico y verbal
Estrategia Respuesta directa R1-5 CNNR Relacion n+5

Nota: SR = sistema de representacion; CNNR = cambia el ndmero de nifios de la relacion; OE = otra
estrategia; R1-3 = respuesta directa relacion 1 a 3; R1-5 = relacion 1 a 5.

Relacion directa

En la prueba escrita el alumno contestd correctamente a los apartados de la tarea 1
utilizé la respuesta directa en relacion 1 a 1, en la entrevista explicitdé la relacion

funcional identidad “...pues al ver que si un nifio, un gorro, pues 2 nifios 2 gorros...”.

En la tarea 2 el alumno incurri6 en errores de conteo ya que entrega respuestas erréneas
a los apartados A, B, en el apartado C entregd la respuesta correcta y en el apartado D
cambid el nimero de nifios, en vez de 8 nifios utilizo 6 nifios, en el apartado E, Fy G
utilizé la relacion n+3, en la entrevista se dio cuenta de los errores y los rectificd
utilizando material concreto, logré establecer la relacion “mas nifios mas piruletas”,

“tres piruletas mas por cada nifio que invitemos de mas”.

En la tarea 3 el alumno complet6 de forma correcta los apartados A, B, C, el apartado
D, E, F, entrega un nimero sin relacion aparente y en el apartado G utilizé la relacion
n+5, en la entrevista se dio cuenta que a un numero pequefio (5 nifios-25 globos) no le
podian corresponder mas globos que a un numero grande (8 nifios- 15 globos) y trata de
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solucionarlo encontrando la relacion “5 mas”, “encontrar para cada nifio 5 globos”.

Relacién inversa

Para la relacién inversa entre numero de nifios y nimero de gorros, el alumno contestd

de inmediato y correctamente, ya que establecio la relacion “a un nifio un gorro”.
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En la relacidn inversa nimero de nifios y numero de piruletas, respondi6 antes que se le
preguntara “son 6, tres para un nifio y tres para otro, son 2 nifios”, el alumno con el
material concreto formé grupos de 3 piruletas “porque son 3 las que tengo que contar”,
“para 15 hay 5 nifios”, “hemos puesto las 15 en montones de 3 piruletas y conté 5

montones, lo que me da 5 nifios”.

En la relacion inversa numero de nifios y nimero de globos, respondié estableciendo la
relacion “si uno es 5 globos, entonces para 2 seran 10”, formd grupos de 5 globos,
relacionado los nifios con cada grupo hasta completar los 25 globos pedidos y descubrir
que son 5 nifios los involucrados, “he puesto los 25 globos y hay 5 montones de

globos...”.

Incorporacion de un término independiente

La incorporacién de un término independiente no tuvo mayor dificultad para el alumno
ya que establecio que “Por cada invitado un gorro y ademas el gorro de Lola”, utilizd
dibujos solo en el primer caso para 4 nifios, para 9 y 12 invitados, escribié directamente

el sucesor del numero, se le pregunta por 100 y 1000 y contest6 correctamente.

Relacion entre varias variables

Cuando se le pidi6é que relacionara todas las variables que habia visto en el transcurso
de las tareas de la prueba escrita y de la entrevista, donde solo se le dio el valor de las
piruletas, partié por entregarle una a cada nifio, se le hizo ver el error y que debian
seguir la relacion que ya estaba establecida, el alumno hizo grupos de 3 piruletas,
relacionado un nifio por cada grupo de piruletas, con ello descubrié el nimero de nifios
que estan involucrados, luego hizo 3 grupos de 3 gorros y por ultimo 3 grupos de 5
globos, dandole por resultado el nimero de globos que debia comprar.

5.2.2.  Entrevista alumno 12

Los criterios para entrevistar al alumno 12, fueron que este alumno utilizd tres
estrategias distintas en la resolucion de las tareas. En la tarea 1 dio una respuesta
directa, en la tarea 2 utiliz6 grupos de 3 elementos y en la tarea 3 utilizé expresiones
simbdlicas ayudandose de operaciones. En la tabla 5.7 presentamos la informacién

relativa al alumno 12 en la prueba escrita.
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Tabla 5.7. Resultados prueba escrita alumno 12

Apartados A B C D E F G H
Tarea 1
Responden v v v v v v v v
Correccion v v v v v v v 4
SR Simbdlico Verbal
Estrategia Respuesta directa en relacion 1 a 1
Tarea 2
Responden v v v v v v v
Correccion v v v x x x x
SR Pictdrico Verbal
Estrategia CGTC CNNR RD1-1
Tarea 3
Responden v v v v v v v
Correccion v v v x x x x
SR Simbodlico Verbal
Estrategia CGTC CNNR RD1-1

Nota. SR = sistema de representacion; CGTC = creacion de grupos todos correctos; CNNR = cambia el
ntmero de nifios de la relacion; RD1-1 = respuesta directa relacion 1 a 1.

Relacion directa

En la tarea 1 el alumno respondié de forma directa a todos los apartados, y establecié la

relacion a cada nifio un gorro “80 nifios, 80 gorros”.

En la tarea 2, el alumno contestd de forma correcta a todos los apartados “haciendo
filas” de “tres piruletas”, “para uno son 3 y para otro, otros 3”, en el apartado G
establecid la relacion 1 a 1, pero en la entrevista establecio la relacion “hay que darle 3

para cada uno y luego van llegando mas invitados y les vamos dando tres piruletas”.

En la tarea 3, el alumno utilizé la operacion suma, y la serie de tantos 5 como nifios,
aunque se equivoco en la cantidad de 5 cuando el nimero de nifios era méas grande, el
alumno se dio cuenta de los errores en la entrevista y rectificd verbalmente, diciendo
que solo puso los 5 que le alcanzaban “aqui van 20 cincos”, y llegd a la conclusion que

para 100 nifos debe sumar “pues 100 cincos”.

Relacién inversa

En la relacién inversa entre nimero de nifios y numero de gorros completd rapidamente

la relacion “para cada uno hay un gorro” y logrd la tarea sin dificultad.
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Para la relacion inversa entre nimero de nifios y numero de piruletas, “un nifio, 3
piruletas”, el alumno utilizo las series “ahora de revés” donde va agrupando conjuntos

de 3 piruletas y los asocid con una carita de nifio “3 piruletas para uno”

Para la relacion inversa entre nimero de nifios y nimero de globos, el alumno no quiso

trabajar en ella, ya que se encontraba cansado.

Incorporacion de un término independiente

En la incorporacién de un término independiente el alumno resolvié las actividades

13

propuestas sin mayor dificultad y descubri6 la relacion numero de invitados “...y la

corona”.

Relacion entre varias variables

Al relacionar todas las variables estudiadas, el alumno nos dio por respuesta 101, que se
obtiene de suma todos los nifios que estdn involucrados en todas las tareas de la
entrevista, estaba cansada asi que no quiso seguir con la actividad propuesta por la

investigadora.
5.2.3. Entrevista alumno 15

Los criterios para entrevistar al alumno 15, fueron que este alumno utilizo el sistema de
representacion pictérica en todas las tareas, logrando contestar de forma correcta la
mayor parte de ellas, establecio en la generalizacién la relacion n+v y en el apartado G
de la tarea 3 establece una relacion de covariacion respecto al apartado anterior, “si son
10 nifios mas, entonces 10 gorros mas”, esto lo pudimos apreciar al atender a su
consulta en el desarrollo de la prueba escrita y luego lo ratificamos en la entrevista. En

la tabla 5.8 recogemos los resultados del alumno 15 en la prueba escrita.

Tabla 5.8. Resultados prueba escrita alumno 15

Apartados A B C D E F G H
Tarea 1

Regponden v v v v v v v v

Correccion v v v v v v 4 4

SR Pictdrico y simbdlico Verbal

Estrategia Respuesta directa en relacion 1 a 1
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Tabla 5.8. Resultados prueba escrita alumno 15

Apartados A B C D E F G H
Tarea 2

Responden v v v v v v v

Correccion v v v X v X x

SR Pictorico y simbdlico Verbal

Estrategia CD1-3 CDSR CD1-3 CDSR n+3
Tarea 3

Responden v v v v v v v

Correccion v v v v v x x

SR Pictdrico y simbolico Verbal

Estrategia Conteo de dibujos relacion 1 a 5 OE n+5

Nota. SR = sistemas de representacion; CDSR = conteo de dibujos sin relacion, CD1-3 = conteo de
dibujos relacién 1 a 3, OE = otra estrategia.

Relacion directa

La tarea 1 fue respondida completamente por el alumno y en forma correcta
estableciendo la relacién “20 nifios, entonces 20 gorros”, en la entrevista establecio la

relacion “si sé que a un nifio un gorro, pues entonces en todos es lo mismo”.

En la tarea 2 el alumno contestd de forma correcta los apartados A, B, C y E en el
apartado D y F dibuja un namero erréneo de piruletas al cual no le encontramos relacién
aparente, en el apartado G, sigui6 la relacion n+3, en la entrevista el alumno verbalizo la
relacion “uno se lleva 3 y otro se lleva otros 3 y lo mismo con los otros”, “hay que darle
a cada uno 3 piruletas” y se dio cuenta que habia valores que no correspondian en sus

respuestas en la prueba escrita.

En la tarea 3 el alumno contestd correctamente los apartados A, B, C, D, E, pero en el
apartado F, cometid un error de asociacion lo que lo llevé a un resultado erréneo, en el
apartado G utilizo la relacién n+5, en la entrevista evidencié la relacion “porque 5+5
son 10” “y para 3 nifios como para dos son 10 entonces 5 mas y son 157, “y darle 5 a

cada nifio”.
Relacién inversa

En la relacion inversa entre nimero de nifios y nimero de gorros, el alumno obtuvo

rapidamente la respuesta relacionando “si tenemos un nifio, un gorro”.

En la relacion inversa entre nimero de nifios y nimero de piruletas, el alumno completd

de forma correcta los apartados de esta tarea, evidencid verbalmente lo que hacia, “es
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como el otro de las piruletas”, “pongo en un grupo tres piruletas y cuento los grupos y

sé cuantos niflos son”.

En la relacién inversa entre numero de nifios y numero de globos, el alumno completd
correctamente todos los apartados de la tarea, expresé de forma verbal la relacion “lo
mismo que en el de las piruletas” el alumno form6 grupos de 5 elementos y contd los

grupos que obtuvo lo que es igual al niumero de nifios involucrados en el problema.

Incorporacion de un término independiente

La incorporacion de un término independiente no representd mayor dificultad en este
alumno, encontrando la relacion funcional n+1 “con la corona es uno mas” y

completando todos los apartados propuestos de forma correcta.

Relacion entre varias variables

Cuando se le pide relacionar todas las variables estudiadas, el alumno contesté que son
9 en cada variable, luego de un pequefio andlisis, parte con 9 fichas de piruletas y se le
recordd que debia respetar las relaciones que ya se habian establecido, el alumno hizo
entonces grupos de 3 piruletas, obteniendo el numero de nifios involucrados en el
problema, luego relacion6 “si hay 3 nifios, hay 3 gorros”, con los globos en un principio

dice “5 globos un nifio” pero igualmente contestd de forma incorrecta.
5.2.4. Entrevista alumno 27

Los criterios para entrevistar al alumno 27, fueron que este alumno utilizé expresiones
como “mas”, lo que fue considerado en la prueba escrita como otra categoria, en varios
apartados de diferentes tareas dibujo v elementos, especificamente queriamos ahondar
en que significaba para el alumno la expresion “mas”. Presentamos la informacion

relativa al trabajo del alumno 27 a la prueba escrita en la tabla 5.9.

Tabla 5.9. Resultados prueba escrita alumno 27

Apartados A B C D E F G H
Tarea 1
Regponden v v v v v v v v
Correccion v v v v v 4 v v
SR Pictorico Verbal
Estrategia Conteo de dibujos en relacion 1 a 1
Tarea 2
Responden v v v v v v v
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Tabla 5.9. Resultados prueba escrita alumno 27

Apartados A B C D E F G H
Correccion X X X X X X x

SR Pictorico Verbal
Estrategia CGTC Conteo de dibujos RD1-1

relacion 1a 1
Tarea 3

Responden v v v v v v v
Correccion X X X X X x x

SR Pictorico y simbdlico Verbal
Estrategia OE (dibuja 5 globos y la palabra “mas”) RD1-1

Nota. SR = sistema de representacion; RD1-1 = respuesta directa relacion 1 a 1. CGTC = creacion de
grupos todos correctos.

Relacion directa

En la tarea 1 el alumno respondi6 correctamente a todos los apartados, en la entrevista
evidencio la relacion funcional entre las variables, “vi a los nifios”, “50 nifos 50 gorros,

si no algun nifio queda sin gorro™.

En la tarea 2, el alumno solo dibujé 3 piruletas en cada uno de los apartados A y B,
luego dibujé tantas piruletas como nifios, en la entrevista se le pidié que explicara que
tratdo de decir en los apartados A y B al dibujar esas 3 piruletas, pero contesta “no me
acuerdo”, se le entrega material concreto y establece la relacion “a cada nifio le doy 3

piruletas”.

En la tarea 3 la alumna dibujé en todos los apartados 5 globos y escribio la palabra
“mas”, en la entrevista se le pide que explique lo que hizo en esta tarea, aunque no
contest6 especificamente lo que se le preguntaba, luego de establecer varias situaciones

erradas y de analizar la situacion llegoé a la relacion “5 globos para cada nifio™.

Relacién inversa

En la relacién inversa entre el nimero de nifios y nimero de gorros, el alumno contestd
de forma correcta a la tarea, aunque no fue capaz de dar una respuesta que

complementara el valor numérico que entregaba.

En la relacion inversa entre ndmero de piruletas y numero de nifios, el alumno

establecio la relacion 1 a 1, al igual que en la relacion entre globos y nifios.
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Incorporacion de un término independiente

La incorporacién de un término independiente no le complic6 en lo absoluto y
respondio sin error el nimero de gorros y coronas que se necesitan, no establecié una

relacion clara de funcionalidad, pero si responde al numero de invitados ...y una

corona’.

Relacion entre varias variables

Cuando el alumno se vio enfrentado a una tabla con todas las variables que se habian
estudiado, estableci6 como relacion que en todos van la misma cantidad que de

piruletas.
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CAPITULO 6. CONCLUSIONES

En este capitulo presentamos las conclusiones obtenidas tras la realizacion de nuestra

investigacion.

Con este trabajo hemos querido recoger informacion util, que complementen las
investigaciones que se estan realizando en torno al early algebra y especificamente, a su
enfoque de pensamiento funcional en edades tempranas. Estas investigaciones, como
hemos puesto de manifiesto en los capitulos anteriores, son escasas a nivel internacional
y en Espafia son inexistentes. Nuestro principal antecedente en Espafa es el TFM de
Merino (2012) y de algunas publicaciones derivadas de este trabajo. Esta investigacion
resulta innovadora porque contribuye a una linea de actualidad y que a nivel nacional ha
recibido poco tratamiento, siendo nulo para alumnos de primero de educacion primaria,
con los que trabajamos en este estudio. De ahi lo novedoso de este trabajo, en el que nos
hemos planteado como objetivo general: Describir el pensamiento funcional de

alumnos de primero de educacion primaria en Espafia.

Comenzamos el capitulo por una valoracion de la consecucién de los objetivos, tanto
general como especificos, planteados en el capitulo 3 de este trabajo. A continuacion,
describimos las limitaciones que hemos identificado en nuestro trabajo y las lineas de

investigacion abiertas para futuros trabajos.
6.1.  Consecucion de los objetivos de investigacion

Con el fin de cumplir con el objetivo general de la investigacion, lo desglosamos en tres

objetivos especificos. A continuacion describimos el logro de los mismos.

Para dar respuesta a los objetivos de investigacion, hemos analizado las producciones
escritas de un grupo de 32 alumnos de primero de educacion primaria, con edades
comprendidas entre los 6 y 7 afios, en la realizacién de tareas que abordan el
pensamiento funcional (relacion directa); y de las entrevistas semiestructuradas
(relacion directa y relacion inversa) a 4 alumnos, incorporando ademas un término

independiente y la relacion entre varias variables.

Como primer objetivo especifico, nos planteamos: Identificar y describir las estrategias

utilizadas por los alumnos en tareas que involucran una relacion funcional lineal
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directa entre dos variables, prestando especial atencion a los diferentes tipos de
patrones que utilizan. Este objetivo especifico, segun nuestra apreciacion, fue cumplido,
ya que identificamos las estrategias utilizadas por los alumnos en la resolucién de cada
una de las tareas propuestas, y las describimos en detalle. Identificamos cada una de las
relaciones que los alumnos utilizaron en la resolucién de cada uno de los apartados de

las tareas. Creando una nueva categorizacion para este tipo de tareas.

En cuanto a las estrategias que identificamos y describimos, nos encontramos con que
muchos de ellos establecieron la relacion correcta (1 a v), por lo menos en los casos
particulares consecutivos, y que seguian esta estrategia para los no consecutivos, por lo
que lo describimos como “cambia el nimero de nifios de la relacion” y que utilizaron la
conformacién de grupos para que los dibujos tuvieran un orden y fuese mas féacil
contarlos. También hubo varios alumnos que se quedaron con la primera tarea y
establecieron la relacion identidad (1 a 1) en todas las tareas que le seguian, llevandolos
a respuestas erréneas, esto se hacia mas evidente en los casos no consecutivos y en la
generalizacion. Encontramos alumnos que para valores de la variable independiente
mayores, establecieron la relacion n+v, los cuales tenian la nocién que esa relacion con
la unidad era importante y habia que incluirla en algin momento de la resolucién de las
tareas. Hubo un nimero menor de alumnos que utilizaron la relacién de la unidad como

constante, escribiendo o dibujando solo v elementos.

Como segundo objetivo especifico, nos planteamos: Identificar y describir estrategias
utilizadas por alumnos en tareas que involucran una relacion funcional inversa, una
funcion lineal con término independiente y una relacion funcional lineal entre varias
variables. Este objetivo especifico lo logramos con las entrevistas personales, en ellas
evidenciamos concretamente las relaciones que los alumnos establecieron, ya que la
entrevista permite indagar en las resoluciones de las tareas propuestas y en el

pensamiento funcional que el alumno utiliza.

Como tercer objetivo especifico, nos planteamos: Describir los sistemas de
representacion que los alumnos utilizan en la resolucion de las tareas sobre las
funciones propuestas. Este objetivo especifico, también fue logrado. Y detallamos lo

gue encontramos en las producciones escritas de los alumnos.
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El sistema de representacion mas frecuentemente utilizado por los alumnos fue el
pictérico. Los alumnos tendieron a dibujar los casos particulares por los que se les
preguntaba en cada apartado. A partir del dibujo, utilizaban el sistema de representacion
simbolico (a través de nimeros) para dar respuesta a las preguntas planteadas. Dentro de
este sistema de representacion, hubo alumnos que llegaron a la expresion numeérica final
mediante el conteo o mediante la expresion de operaciones entre nimeros que iban
anotando. Ademas hubo alumnos que utilizaron el sistema de representacion verbal, a
través del cual explicaron su respuesta. Ademas de las dificultades que pudieron
encontrar los alumnos en la explicacion de sus producciones escritas, encontramos que,
su vocabulario era muy pobre y en ocasiones, esto dificultaba su explicacion. Esto no es
de extrafiar si tenemos en cuenta su edad y que la mayoria de ellos eran lectores

principiantes.

Estos objetivos especificos nos ayudan a concretar el objetivo general descrito al inicio
de este capitulo, pudimos evidenciar que algunos alumnos establecieron relaciones
funcionales entre las variables. El apartado sobre la generalizacién introducido en las
tareas ha ayudado a establecer evidencias concretas en alguna de las frases que
utilizaban para explicarle a la mama de Lola como determinar la cantidad de elementos
que necesitaba en general. Las entrevistas ayudaron a complementar la informacion y
destacamos las relaciones funcionales entre las variables que los alumnos de educacién
primaria son capaces de identificar. También evidenciamos en las entrevistas la
utilizacion de grupos, ya que utilizaban los dedos para generar los grupos de v
elementos y en la prueba escrita solo nos daban una respuesta directa. EI material
concreto introducido por la entrevistadora ayudé a los alumnos a organizar la

informacidn que poseian para solucionar el problema.

Al comparar nuestros resultados con los resultados de las investigaciones citadas en este
trabajo son similares, considerando la edad de los alumnos y el tipo de investigacion
realizada, con lo que damos por cumplido el objetivo general y los objetivos especificos

propuestos para esta investigacion.
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6.2.  Limitaciones de la investigacion

Una de las limitaciones de esta investigacion es la instruccion, por lo que deberia ser
una investigacion de disefio, como la mayoria de las investigaciones que encontramos

publicadas en torno a este tema.

Por tiempo y espacio disponible para el Trabajo Fin de Méster, realizamos 4 entrevistas.
Habria sido interesante entrevistar a mas alumnos para obtener informacion mas rica
sobre el trabajo que llevaron a cabo, pues sus explicaciones escritas eran escasas en

algunos casos.

El que los alumnos fueran en su mayoria lectores principiantes, hizo que no fueran
agiles en dar explicaciones por escrito. Esto supone una limitacién en las producciones
de los estudiantes. Tratamos de adaptar la recogida de informacion en la medida de las

posibilidades.
6.3.  Lineas de investigacion abiertas

La introduccion del algebra en educacion infantil o educacion primaria es un tema de
actualidad, mas aun, en el pensamiento funcional en edades tempranas, por lo que hay
mucho que investigar en este campo. A partir del trabajo realizado, presentamos algunos

ejemplos de lineas de continuacidn en esta investigacion.

Trabajar un analisis individual de todas las tareas y apartados desarrollados por cada
uno de los alumnos, ya que nosotros analizamos cada uno de los apartados e hicimos un

analisis de cada tarea en general.

Trabajar un analisis general de los resultados comparando las actuaciones en conjunto

de todas las tareas y apartados.

Analizar por separado los instrumentos y forma de recogida de datos, ya que solo la

prueba escrita nos entrega informacion que puede ser digna de analisis.

Las entrevistas pueden ser consideradas como casos unicos, lo cual también nos lleva a

un largo analisis del comportamiento de cada uno de los alumnos entrevistados.
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Desde el punto de vista de la investigadora, seria interesante replicar esta investigacion

en Chile, comparar los resultados que se obtienen con los de esta investigacion.

En este trabajo hemos trabajado el pensamiento funcional en el primer curso de
educacion primaria, queda pendiente indagar sobre el caso de los alumnos de educacién
infantil. Al ampliar la muestra a otros cursos, podriamos llevar a cabo un estudio
longitudinal, viendo como son los avances de los alumnos en diferentes cursos en lo
relativo a pensamiento funcional. Como parte de esta linea de investigacion se podria
introducir el disefio de unidades didacticas y la introduccion de experimentos de

ensefianza que los |lleven a avanzar en los conocimientos algebraicos.
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